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Punktlagenzuordnungen mit gegebener Tangentenrichtung 
am Gelenkviereck. 


Von K. Hain. 


1. Allgemeines. Eine wichtige getriebetechnische Aufgabe besteht darin, eine gegebene 
Kurve mit Hilfe eines Gelenkvierecks zu erzeugen. Man nimmt zu diesem Zwecke beispielsweise 
auf dieser Kurve eine Anzahl von Punktlagen an, die dann genau von einem Koppelpunkt des 
Gelenkvierecks durchlaufen werden. Zwischen den angenommenen Punkten werden dann mehr 
oder weniger groBe Abweichungen von der gegebenen Kurvenform auftreten. Es ist klar, daB 
mit der Anzahl der genau durchlaufenen Punkte auch an die Genauigkeit héhere Anspriiche ge- 
stellt werden kénnen. 


Man kann die Aufgabe auch so formulieren, dafB man in bestimmten Punkten zusatzlich die 
Richtung der Tangente an die von dem Koppelpunkt beschriebene Kurve vorschreibt. Man. 
erreicht dadurch in diesen Punkten eine besonders gute Angleichung an die gegebene Kurven- 
form. Von dem Koppelpunkt eines Gelenkvierecks kénnen theoretisch neun Punkte genau 
durchlaufen werden!. Es miissen deshalb die allgemeinen Feststellungen von Konietschke?, der 
sich auf fiinf Punkte beschrankt, berichtigt werden. Wegen des schwierigen rechnerischen An- 
satzes kann man allerdings eine Anzahl von neun Punkten nicht erreichen, so lange keine Még- 
lichkeit besteht, neun Gleichungen mit neun Unbekannten hohen Grades aufzulésen. 


Mit den zeichnerischen Verfahren der Kreispunkt- und Mittelpunktkurve konnte man nur 
finf Punktlagen beherrschen, weil man im allgemeinen die Lage eines festen Drehpunktes, die 
Kurbellange und die Lange einer Koppelgeraden willkirlich annahm. Man kann fir den all- 
gemeinen Fall sieben Punktlagen beherrschen, wenn man Punktlagenreduktionen durch ent- 
sprechende MaBnahmen erhalt. Es fallen dabei beim Gelenkviereck paarweise zwei bestimmte 
Punktlagen in je eine solche zusammen, so daB zuletzt die Aufgabe tibrig bleibt, nur durch drei 
oder vier Punkte einen Kreis zu zeichnen. 


Die Richtung der Tangente einer ebenen Kurve ist durch zwei unendlich benachbarte Punkte 
bestimmt; das heiBt also: bei vorgeschriebener Tangente in einem Punkt ist ein unendlich be- 
nachbarter zweiter Punkt zu erfiillen. Theoretisch kénnen damit fiir das Gelenkviereck beispiels- 
weise acht Punkte und eine Tangente oder fiinf Punkte und vier Tangenten usw. verwirklicht 
werden. Bei Benutzung von Punktlagenreduktionen liegt die Héchstzahl z. B. bei sechs Punkten 
und einer Tangente oder bei fiinf Punkten und zwei Tangenten usw. Bei geringeren Anforderun- 
gen stehen, wie bei allen getriebetechnischen Aufgaben, willkommene Auswahlméglichkeiten 
beziiglich der Bemessung der Getriebeglieder zur Verfiigung, so daB in jedem Falle eine genaue 
Uberprifung der Aufgabenstellung hinsichtlich méglichst geringer Anforderungen wiinschens- 
wert ist. 


Die Verwendung der Punktlagenreduktionen erlaubt gegeniitber den bekannten Verfahren? 
die Erfillung um zwei Punktlagen hoherer Anspriiche und bei geringerer Anzahl von vier Punkt- 
lagen gréBere Auswahlmoglichkeiten® * fiir die MaBbestimmung. Fir reine Punktlagenzuord- 
nungen wurden vom Verfasser bereits zwei grundsatzlich verschiedene Losungsméglichkeiten 
bekanntgegeben, die beim Versagen der einen Konstruktion oder bei unginstigen Gliedabmes- 
sungen die willkommene Méglichkeit bieten, die jeweils andere Koustruktion zu benutzen. Beide 
Verfahren sollen im folgenden auch auf den Fall gegebener Tangenten erweitert werden. 


2. Einfache Konstruktion ohne Punktlagenreduktion. An einem einfachen Beispiel sollen 
gunachst ohne Zuhilfenahme von Punktlagenreduktionen die wesentlichen Merkmale dargestellt 


1 H, Alt, Z. angew. Math. Mech. 3 (1923) S, 13. 

2 W. Konietschke, Ing.-Arch. 12 (1941) S. 133, insbes. S, 137. 

3 K. Hain, Maschinenbau/Betrieb, Beilage Getriebetechnik 11 (1943) 5. 29. 
4 K. Hain, MeBtechnik 20 (1944) S. 33 und S. 59. 
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werden. In Abb. 1 sollen zwei Punktlagen E, und E, und im Punkt E, die Richtung der Tan- | 
gente t, gegeben sein. Man kann hierbei z. B. noch die Gestellpunkte A, und Bo, die Kurbellange | 
A,A und die Koppelgerade EA vorschreiben. Lay 

Beim Gelenkviereck ist bekanntlich die Richtung der Bahntangente dadurch bestimmt, daB | 
die im Berihrungspunkt errichtete Normale durch den augenblicklichen Pol (Momentanpol) 
geht, wobei dieser Pol bestimmt ist als Schnittpunkt der beiden im Gestell gelagerten Glieder des 
Gelenkvierecks. Man kann also die Aufgabe auch so formulieren, da an Stelle der Tangente die | 


Normale gegeben ist. 


Man zeichnet in Abb. | den Kurbelkreis mit dem angenommenen Halbmesser Aj 4,=Ag Ag | 
und macht E,A,=E,A,. Der Schnittpunkt der auf der in E, gegebenen Tangente t, senkrecht | 
stehenden Normalen n, mit A,A, ergibt den augenblicklichen Pol P,. Macht man AE, A; Bop 
=AE, A, B,, so stellt die Mittelsenkrechte b,, auf By Bos einen geometrischen Ort fiir die Gelenk- | 
punktlage B, dar. Den Punkt B, findet man als Schnittpunkt von bj. mit der Verbindungsgeraden | 


B, P,. Nach den angegebenen Annahmen gibt es also nur einen mdglichen Punkt B,. “a 


Abb. 1. Konstruktion eines Gelenkvierecks fiir zwei Punktlagen Abb. 2. Gegeben zwei Punktlagen und eine Tangente, Gestellpunkt B, 


und eine Tangente ohne Punktlagenreduktionen. auf der Mittelsenkrechien e,, von E, E,. 


3. Punktlagenreduktionen eines Gestellpunktes. Bei gleicher Aufgabenstellung wie in Abb. | 
erhalt man bei denselben Annahmen fir die Gelenkpunktlage B, unendlich viele Méglichkeiten,. 
wenn man in Abb. 2 einen Gestellpunkt, beispielsweise By, auf der Mittelsenkrechten €;. der 


Strecke EF, EF, beliebig annimmt. Wenn der Gestellpunkt A, gegeben ist, tragt man an A, B, in By 
; 


den Winkel > y,,. in derjenigen Richtung an, wie FE, zu E, liegt, wenn y,.=< E, By E, ist. Auf 
dem freien Schenkel des Winkels = Ve nimmt man beliebig einen Punkt A, an und erhalt den 


Pol P, als Schnittpunkt der Geraden A,A, mit der gegebenen Normalen n,. Die Kurbel- 
lage Ay A, liegt, wie zufolge der Lage des Punktes By leicht bewiesen werden kann, symmetrisch 
zur Lage Ay A, beztiglich des Gestells A) By. Es ist also HE, A,=E,A,. Wirde man nun wie in 
Abb. I die angefthrten Dreieckskonstruktionen durchfiihren, so wirde By, mit By als Punkt- 
lagenreduktion zusammenfallen, d. h. aber, der Punkt By ist der Pol P,,, um den sich die Koppel-. 
ebene A B von der Lage A, B, in die Lage A, B, dreht. Die Gelenkpunktlage B, kann beliebig auf 
der Geraden By P, angenommen werden, und man hat damit im Gegensatz zu Abb. | unendlich 
viele Méglichkeiten fir dessen Lage und kann somit das Getriebe den Platzverhaltnissen an- 
passen oder z. B. auch ginstige Ubertragungswinkel erreichen. 


f 


In Abb. 3 sollen zu- 
nachst gegeben sein die 
beiden Punktlagen E, und 
KE, und in beiden Punkten 
die Tangenten t, und ty. 
Man wahlt den Punkt B, 
wieder auf der Mittelsenk- 
rechten der Strecke F, E,, 
oder m. a. W. man zeichnet 
mit EH, FE, als Grundlinie 
ein beliebiges, gleichschenk- 
liges Dreieck mit dem 
Spitzenpunkt B, und dem 
Spitzenwinkel y,.. Es lie- 
gen auch hier gemaB der 
Wahl des Punktes B, die 
Kurbellagen A, A, und 
A, A, symmetrisch zum 
Gestell A, By, und die Ge- 
raden B, A; “und~ By A, 
schlieBen mit diesem beide 


den Winkel 1 y,, ein. Der 


Abb. 3. Gegeben zwei (drei) Punktlagen und zwei Tangenten, Gestellpunkt B, 


auf der Mittelsenkrechten von E, E,. 


Pol P, liegt auf der Geraden A, A, und der Pol P, auf der Geraden A, Ag, und es ist wegen der 
angegebenen Symmetrie < B, A, P; = <{ By)A,P, = 0. Bringt man nun durch Drehung um B, 
und um den Winkel y,, die Strecke P,A, in die Relativlage P,,A,, (wobei A,, als Punkt- 
lagenreduktion mit A, zusammenfallt), so liegt der Punkt P,, auf der Geraden P, By, und der 
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Abb. 4, Kreis ky) geometrischer Ort aller Punkte A, des Bildes 3. 


Punkt A, kann nur so gewahlt werden, 
dab a Pid; Bye Psy Ay By=0-, 1st; 
daB also P,,B, und P,By) von ihm 
aus gesehen unter gleichem Winkel er- 
scheinen. Diese Bedingung wird, wie 
man beweisen kann, von allen Punkten 
A, erfullt, die auf einem Kreis k,, liegen 
(Abb. 4) mit dem Durchmesser By Ba, 


wobei B, der vierte harmonische Punkt 


gu den Punkten P,,, By, P, ist. Man 


kann also in Abb. 4 den Punkt By in 
bekannter Weise konstruieren, indem 
man auf einer beliebigen Geraden durch 
P, die Streckengleichheit P,S=P,T 
zustande bringt, den Punkt U als 
Schnittpunkt von By T mit der Paralle- 
len durch P,, zu ST ermittelt und 
dann den Punkt B, als Schnittpunkt 
der Geraden P, B, und US erhalt. Im 
weiteren Verlauf der Gesamtkonstruk- 
tion wahlt man auf dem Kreis k,, einen 
Punkt A, nach praktischen Gesichts- 
punkten aus (Abb. 4) und tragt an 
diesem Strahl B,X, den Strahl By X, 
im Winkel 4 y,. an. Der Schnittpunkt 
von B,X, mit P, A, ergibt den Gestell- 


punkt Ay. Man kann selbstverstandlich auch den Punkt A, beliebig annehmen und erhalt dann 
den Punkt A, und wie vorher auch gleichzeitig die Kurbellange Ag 4). Vorausgesetzt ist hierbei 
noch, da® in Abb. 3 die Pole P, und P,,, auf den Normalen n, und ng, beliebig so angenommen 
wurden, daB sie mit B, auf einer Geraden liegen, wobei die Normale n,, aus der Verdrehung 
yon n, um B, und um den Winkel p,. von E, nach Fy entstanden ist. Die in Abb. 3 noch fehlende 
Gelenkpunktlage B, kann man beliebig auf der Geraden P, By annehmen. 


i 
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Ist auBer den beiden Punktlagen E, und E, und Tangenten t, und t, noch eine dritte Punkt- { 
lage Ey gegeben, so hat die Konstruktion den gleichen Verlauf. Man ermittelt dann (Abb. 3) nur 
den Punkt A, als Schnittpunkt des Kurbelkreises um Ay mit Ay A, als Halbmesser mit dem Kreis- | 
bogen um E, und E, A, als Halbmesser und macht A E, A, By; =A E, As Bo. Die Mittelsenkrechte_ 
auf B, Bos schneidet dann die Gerade P, By in der einzig moglichen Gelenkpunktlage B,. | 

In Abb. 3 waren die Pole P, und P,,, auf den Normalen n, und n,, beliebig auf einer Geraden- 
durch B, angenommen worden. In vielen Fallen ist es nun von besonderem Wert, die Sonderfalle — 
kennen zu lernen, die meist zu vereinfachten Konstruktionen fthren. So entartet der Kreis ky, 


j 


z. B. in eine Gerade k,, (Abb. 5), wenn der Punkt B, Mittelpunkt der Strecke P, P,, ist. Der?| 


Abb. 5. Aufgabenstellung wie Abb. 3. Entartung des Kreises k,, in eine Abb. 6. Aufgabenstellung wie Abb. 3. Halbmesser P, By des 
Gerade, wenn B, Mittelpunkt von P, P,.,. Kreises k,., wenn der Pol P, im Unendlichen liegt. 


vierte harmonische Punkt Ba liegt dann namlich im Unendlichen, der Durchmesser By Ba des 
Kreises k,, ist also auch unendlich groB und dieser Kreis ist die Gerade k,,, die in B, senkrecht auf | 
P, P,, steht. Wenn in Abb. 5 wieder zwei bzw. drei E-Punktlagen und zwei Tangenten t, und f, | 
gegeben sind, wahlt man den Punkt B, als Spitzenpunkt im beliebigen, gleichschenkligen Drei- | 
eck mit der Grundlinie E,E, und dem Spitzenwinkel w,.. Die durch die Tangente t, ebenfalls | 
gegebene Normale n, verdreht man um By und um den Winkel wy, bis E, zur Deckung mit E, 
kommt. Es sollen nun die Pole P, und P,, auf n, und n,, so gewahlt werden, da B, der Mittel-_ 
punkt der Strecke P, P,, ist. Es muB also die Strecke B)E, Mittellinie im Dreieck P, FE, P,, 
sein. Eine genaue Bestimmung der beiden Pole ist dann méglich unter Zuhilfenahme des Satzes, | 
daB die Mittellinien im beliebigen Dreieck sich im Verhaltnis 2:1, von den Ecken aus gerechnet, 
schneiden. Man macht also E, S=2 B,S, zieht eine beliebige Gerade durch S und macht US=2S T, 
wenn T' der Schnittpunkt dieser Geraden mit P, E, ist. Die Parallele durch U zu P, E, schneidet 
dann n,, in P,,. Die Senkrechte k,, in By ist also der geometrische Ort aller Punkte A,. Zeichnet 
man wieder den Strahl By) X,, der mit k,, (By X,) den Winkel SPL einschlieBt, so schneiden alle 
Geraden durch P, die zugehérigen Punkte A, und A, ab. Die weitere Konstruktion auch fiir den 
Punkt E, ist nach Ermittlung von A, und Bo; die gleiche wie in Abb. 3. 
Ein weiterer Sonderfall tritt ein, wenn man bei der gleichen Aufgabenstellung einen der 
beiden Pole als im Unendlichen liegend annimmt, d.h. in einer solchen Getriebestellung werden 
Kurbel und Schwinge einander parallel. In einem solchen Falle mu die Strecke B, P, parallel 
ZU Ny, gezeichnet werden (Abb. 6). Der Pol P, ergibt sich damit als Schnittpunkt der Parallelen’ 
durch den wie bisher angenommenen Punkt By mit der Normalenn,. Da einer der vier harmonischen 


Punkte, namlich P,,, unendlich fern 
liegt, mu der ihm entsprechende 
Punkt P, Mittelpunkt der Strecke 
By Ba sein. Der Kreis k,, hat damit 
den Mittelpunkt P, und den Halb- 
messer P, By. Die Konstruktion des 
Gelenkvierecks kann nun in Abb. 6 
wie in Abb. 3 mit den den Winkel 
4 Wy bildenden Strahlen B,X, und 
By Xo weitergefiithrt werden. Jeder 
auf dem Kreis ky. angenommene 
Punkt A, schlieBt mit der Verbin- 
dungsgeraden A,P, den gleichen 
Winkel 6 mit B,A, ein, wie die 
‘Strecke B,)A, mit der Parallelen 
durch A, zu ng4. 

Es interessiert natirlich nun 
auch der besondere Fall, wenn fir 
die gleichen Bedingungen beide 
Pole P, und P, unendlich fern 
liegen, wenn also in beiden entspre- 
chenden Getriebestellungen Kurbel 


und Schwinge des Gelenkvierecks 


jeweils einander parallel sind. Es 
‘sollen wieder (Abb. 7) die beiden 
Punktlagen E, und E, mit den Tan- 
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Abb. 7. Aufgabenstellung wie Abb. 3. Beide Pole P, und P, 


liegen im Unendlichen. 


genten t, und t, gegeben sein. Wenn die beiden Tangenten t, und t, den Winkel yy» einschlieBen, 
zeichnet man tiber E, E, als Grundlinie das gleichschenklige Dreieck mit dem Spitzenpunkt B, 
und diesem Spitzenwinkel y;,. Da der Pol P, im Unendlichen liegen soll, mu man die 
Schwingenlage B, B, parallel zu n, aufzeichnen. Zufolge der unendlich fernen Lage auch des Poles 


Abb. 8. Gegeben drei Punktlagen und zwei Tangenten mit dem Punkt B, 


auf der Mittelsenkrechten auf der Verbindungsstrecke zweier Punktlagen. 


P,, baw. P,,, wird der Kreis kj, 
durch die Gerade k,. (By X,), in 
B, senkrecht auf By B, stehend, 
dargestellt. Sie ist also der geo- 
metrische Ort aller Punkte A. 
Alle Kurbellagen A,A, liegen 
parallel zu n, und alle Kurbel- 
lagen A, A, parallel zu ng, so dah 
damit eine einfache Konstruktion 
aller médglichen Gelenkvierecke 
gegeben ist. Man braucht in Abb.7 
nur eine beliebige Kurbellage 4,4, 
zwischen den Strahlen By X, und 
B,X, in paralleler Lage zu ny, 
anzunehmen. Es erfillt dann 
auch jeder beliebige Punkt B, 
auf der Geraden B,B, die Be- 
dingungen der Aufgabe. 

Bei drei gegebenen Punkt- 
lagen E, bis E,; und zwei eben- 
falls gegebenen Tangenten ist es 
praktisch nicht immer modglich, 
den Punkt By wie bisher auf der 
Mittelsenkrechten der Verbin- 
dungsstrecke der beiden Punkt- 
lagen anzunehmen, in denen auch 
die Tangenten vorgeschrieben 


sind. So sollen in Abb. 8 die drei 
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Punktlagen E, bis E, und die beiden Tangenten t, und t, gegeben sein. Der Punkt Bo| 
liege beliebig, um zu einer Punktlagenreduktion zu kommen, auf der Mittelsenkrechten 
e,, der Strecke E,E3. Man zeichnet das beliebig in der Zeichenebene mit By als Ursprung 


liegende Strahlenpaar B, X,— B, X,, das den Winkel X, By Xa + Vy3 einschlieBt, wenn 


Y43= LE, By E, ist. Man kann sich den Gestellpunkt A, auf By X, noch vorgeben und zeichnet 
eine beliebige Kurbellage 4,4, mit Aj auf B)X, und erhalt den Pol P; als Schnittpunkt von n, 
mit A,A{. Der Punkt Aj ergibt sich als Schnittpunkt des Kurbelkreises um Ag mit AA, als 
Halbmesser mit dem Kreisbogen um E, mit E, Aj als Halbmesser. Nun macht man: AE, A; Bo | 
=A FE, A; B, und bringt die Mittelsenkrechte auf By Bj, zum Schnitt By mit der Geraden By Py. 
Die Gelenkpunktlage Bj erhalt man, wenn man den Kreis um By mit B, By als Halbmesser zum _ 
Schnitt bringt mit dem Kreisbogen um A, und mit A; B; als Halbmesser. Ermittelt man nun den 
Pol Pj als Schnittpunkt von A, Aj mit der gegebenen Normalen ny, so entsteht im allgemeinen 
ein Winkel ¢ zwischen den Strecken P; B, und B, Bj. Die Aufgabe, namlich die gegebene Lage von | 
t, und ny, ist aber nur erfillt, wenn dieser Winkel ¢=0 ist. Man kann also die angegebene Kon- | 
struktion mit verschiedenen Kurbellagen A, 4; solange wiederholen, bis e=0 wird. Es empfiehlt 
sich dabei die Auftragung der Winkel ¢ in einem Koordinatensystem als Ordinaten tber beispiels- | 
weise den Strecken B, A; als Abszissen. In Abb. 8 ist fiir die Kurbellage A, A, die Aufgabe er- 
fallt, da der Pol P, auf 
oars der Strecke BB, liegt. | 
ys ahi 5s By Demzufolge ist e=0. | 
sea Eine Kombination 
des Verfahrens nach | 
Abb. 3 und desjenigen | 
nach Abb. 8 erméglicht 
die Erfillung von drei 
Punktlagen und drei 
Tangenten. Man wahlt | 
dann den Punkt By im- | 
mer noch beliebig auf — 
einer der Mittelsenkrech- 
ten der Verbindungs- 
strecke zweier Punkt- 
lagen und sucht auf dem 
entsprechenden Kreis k,,. 
einen Punkt Aj, fiir wel-— 
chen nach den MaB- 
nahmen von Abb. 8 der 
Winkel ¢ Null wird. Da 
hierbei der Punkt B, | 
immer noch willkirlich | 
auf seiner Mittelsenk-— 
Abb. 9. Gegeben vier bzw. fiinf Punktlagen und eine Tangente mit dem Gestellpunkt B, rechten angenommen | 
als Punktlagenreduktion. wurde, ist es denkbar, | 
die Lage dieses Punktes — 
so lange zu verandern, bis noch eine vierte Punktlage E, durchlaufen wird. Es ergibt sich dann 
noch ein Punkt By, so da beispielsweise der Mittelpunkt eines Kreises durch drei Punkte 
Bo, Bog, Boy auf der Geraden By P, liegt und gleichzeitig der Winkel e=0 wird. Damit ist es. 
also, wie bereits eingangs behauptet wurde, méglich, insgesamt sieben Bedingungen zu erfillen, 
wenn je eine Tangente als Ersatz fir eine unendlich benachbarte Punktlage angesehen wird. 


. In Abb. 9 soll gezeigt werden, wie fiir vier bzw. fiinf Punktlagen und eine Tangente mihelos 
ein Gelenkviereck konstruiert werden kann. Zunachst sollen nur die Punktlagen E, bis E, und 
die Tangente t, gegeben sein. Man wahlt den Punkt B, als Schnittpunkt der beiden Mittelsenk-. 
rechten e,, und e,; auf E,E, und E,E, und zeichnet beliebig in der Zeichenebene das Strahlen-. 
biischel B)X)— B,X,—B,X, mit den Winkeln Xo By X= + vy und X,B,X,= pes wobei 
x E, Bok, =P und < E, ByE;=Y23- Die Strahlen By X, und B, X, miissen so zu dem X,-Strahl 
liegen wie die Punkte E, und EF, zu den Punkten FE, und E. Dann schlagt man um EF, und E, 
mit beliebigem, aber gleich groBem Halbmesser Kreisbégen, die die Strahlen Bo X,\ und. By Xam 
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in A, und A, schneiden. Die Mittelsenkrechte a,, auf A, A, schneidet By X, in Ay und die Gerade 
A,A, die gegebene Normale n, in P,. Macht man A E, By, A, =AE, B, Ag, so schneidet die 
Mittelsenkrechte auf By By, die Gerade By P, in der Gelenkpunktlage B,, womit alle Abmessungen 
des Gelenkvierecks bekannt sind. 

Sind finf Punktlagen E, bis E; und eine Tangente t, gegeben (Abb. 9), so verfahrt man zu- 

nachst in der gleichen Weise bis zu dem X-Strahlenbiischel, bestimmt auch so die Punkte Aj, Ay 
und Aj sowie den Pol Pj. Auf dem Kreis um 4’ mit Aj A; als Halbmesser findet man Aj als 
Schnittpunkt dieses Kreises mit dem Kreisbogen um E, und E, 4{ als Halbmesser. Nun macht 
man: AE, Bj, A,=AE, B,A, und AE, Bj;A;=AE,B,A, und findet Bi als Mittelpunkt des 
Kreises durch die drei Punkte By, Bi,, Bj;. Dieser Mittelpunkt mite auf der Geraden Pb. 
liegen, was aber im allgemeinen nicht zutrifft. Es ist deshalb zweckmabig, die beschriebene 
Konstruktion fiir verschiedene Langen E, Aj zu wiederholen und den senkrechten Abstand y des 
Punktes Bi von P; By in einem Schaubild mit den Strecken E,A{ als Abszissen als Kurve auf- 
zutragen. Die Schnittpunkte dieser Kurve mit der Abszisse ergeben dann Lésungen der ge- 
stellten Aufgabe. 
_ In Abb. 9 liegen gemaB der Wahl des Punktes By die Kurbellagen A, A, und 4, A, sowie A, A, 
und A, A;symmetrisch zum Gestell. Der Punkt B, ist gleichzeitig der Pol P,, und P,3 der Koppel- 
ebene EA B. Da die Lage des X-Strahlenbiischels noch beliebig angenommen wurde, ist es: mog- 
lich, beispielsweise noch eine sechste Punktlage E, zu erfillen, so da8 auch hier insgesamt bis 
zu sieben Bedingungen gestellt werden 


-k6énnen. Pm 

In Abb. 10 sollen vier Punktlagen FE, Ey ly ee i 
bis E, und zwei Tangenten t, und t, ge- The CER a hil 
geben sein. Man wahlt den Punkt B, Lo Nae, ek 
wieder als Schnittpunkt der beiden Mittel- Cory BUA Sf Yb By 
senkrechten e,, und e,, auf E, E, und E, E3. ty ‘AEG a 
Die gegebene Normale n, verdreht man abs 
um B, und um den Winkel y,,=< FE, By E,, ES 
bis der Punkt FE, nach E, kommt und er- >By 


halt die Lage n,,. Auf n, und n,, nimmt — an ’S 

man beliebig die beiden Pole P, und P,, : ewe 
so an, daB auf ihrer Verbindung der Punkt 

B, liegt. Nach derKonstruktion von Abb. 4 
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zeichnet man mit Hilfe des vierten har- 9 / % 
monischen Punktes Bz den Kreis k,, als oe Py \ 
geometrischen Ort aller Kurbelpunktlagen eee A Sons ee \ \ 
~ ; Aeags yl, \ 
A,. Auf k,, nimmt man einen beliebigen 0 4% flag! if | 
A 2 fi / 
Punkt .4{ anund zeichnet das X’-Strahlen- p Von Sa / ! 
Bes. e d 1 4 1 / / 
bischel mit den Winkeln Xj) B)Xi}= > Ys a ik / / 
4 

‘ nee i = ie \ i AKyy 

und X) By X,= 5 Po3 mit <{ E, Bo Ey=Yrs 4 SN / oe 
: - . / “a 
und (E, By) E;=w23- Dann schlagt man (Ba Wer 
um E, den Kreisbogen mit FE, A; als Halb- ees 
1 Abs / . 

messer, der den Strahl By X, im Ay schnei- Abb. 10. Gegeben vier Punktlagen und zwei Tangenten mit dem 
det. Die Mittelsenkrechte auf A, Ay Gestellpunkt B, als Punktlagenreduktion. 


schneidet By X, in Aa. Es miBte nun die 

Verbindungsgerade Aj Aa durch den Pol P, gehen. In Wirklichkeit aber schneidet die Gerade 
A‘ P, den Strahl By Xj; in Aj. Man kann also auch hier wieder zeichnerische Interpolationen 
durchfihren, indem man den Punkt A; auf dem Kreis k,, so lange wandern laBt, bis die Strecke 
Aj Aa Null wird. Hat man einen Punkt A, gefunden, fir den Aj Aa=0 ist, sO macht man 
AE, By A,=AE, B, A, und bringt die Mittelsenkrechte auf By Bog zum Schnitt B, mit der 
Geraden B, P;, womit die Abmessungen des Gelenkvierecks eindeutig bestimmt sind. 

Gema8 der Wahl des Punktes B, stellt dieser Punkt gleichzeitig den Pol P,, und P,, dar, und 
die Kurbellagen A, A, und Ay A, sowie Aj A, und A, A, liegen symmetrisch zum Gestell A, By. 
Die Aufgabenstellung von Abb. 10 1aBt sich ebenfalls bis auf sieben Bedingungen, namlich finf 
Punktlagen und zwei Tangenten erweitern, da ja die Pole P, und Py; immer noch beliebig an- 
-genommen worden waren. Man zeichnet also fur verschiedene Lagen P, und P,, auf ny und 
n,, die Kreise k,, und bestimmt fiir jeden dieser Kreise den Punkt A,, fiir welchen Aj Aa=0 ist. 
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In entsprechender Weise ermittelt man dann den Punkt Bo, fiir die zusatzliche, gegebene Punkt- 


lage E;. Der Mittelpunkt des Kreises durch die drei Punkte Bo, Bo:, Bo; muB dann auf der Ge- | 


raden By, P, liegen. 


| 


4, Punktlagenreduktion eines beweglichen Gelenkpunktes. Die bisher gezeigten Konstruk- | 
tionen fuBten samtlich auf der Wahl eines Gestellpunktes so, daB seine Lage zu einer oder mehre- 


ab 


7h 
we, 


Abb, 11. Gegeben zwei Punktlagen und eine Tangente, 
Gelenkpunkt B,, auf der Mittelsenkrechten von E, Ey. 


ren Punktlagenreduktionen fiihrte. Es bietet 


sich aber auch die willkommene Méglichkeit, — 
einen beweglichen Gelenkpunkt des Gelenk- 
vierecks in entsprechender Form auszuwahlen. © 
Dieser Punkt ist dann gleichzeitig in ver- 


schiedenen Lagen der Pol verschiedener 
Koppellagen. Wahrend bisher einzelne Kur- 
bellagen paarweise symmetrisch zum Gestell 


lagen, kommt nunmehr eine Kurbellagen- 


symmetrie beziiglich der Koppel des Gelenk- 


vierecks zustande. 


In Abb. 11 sind zwei Punktlagen E, und | 


E, und eine Tangente t, gegeben. Man zeich- 
net tiber E,E, als Grundlinie ein beliebiges 
gleichschenkliges Dreieck mit dem Spitzen- 
punkt B,, und mit dem Spitzenwinkel 5. 
Dann zeichnet man ein beliebig liegendes 
Strahlenpaar mit dem Ursprung B,, und 
dem Winkel X,)B,.X,=4 7 ,.. Nun kann 


man den praktischen Belangen entsprechend 


eine Kurbellange A,A, zwischen den X-Strahlen festlegen, deren Verlangerung die gegebene 
Normale n, in P, schneidet. Auf B,, P, gibt es dann unendlich viele Punkte By. Wie bereits er- 
wahnt, liegen die beiden Kurbellagen A,A, und A,A, des so konstruierten Gelenkvierecks 
svmmetrisch zur Koppel A B. In beiden Getriebestellungen 1 und 2 nimmt die Schwinge B,B 


die gleiche Lage B, B,, ein, und der Punkt B,, 


Bei zwei  gegebenen 
Punktlagen und zwei Tan- 
genten kann man _ nach 
Abb. 12 verfahren. Wenn 
E,, E, ty, tg gegeben sind, 
wahlt man B,, wieder belie- 
big als Spitzenpunkt eines 
gleichschenkligen Dreiecks 
tiber E,E,. Dann nimmt 
man die Pole P, und P, 
auf n, und n, beliebig so 
an, daB der Punkt B,, auf 
ihrer Verbindungsgeraden 
liegt. Zu den drei Punkten 
P,, P., By ermittelt man 
den vierten harmonischen 
Punkt B, mit Hilfe der 
Parallelen TS und P,U 
und zeichnet mit B,, Ba 
als Durchmesser den Kreis 
ky, der als geometrischer 
Ort fiir alle Gestellpunkt- 
lagen A, dient. Zeichnet 
man nun mit B,, als Ur- 


ist gleichzeitig der Pol P,, der Koppel A BE. 


eee BS 


Abb. 12. Gegeben zwei (drei) Punktlagen und zwei Tangenten. 
Gelenkpunkt B,, auf der Mittelsenkrechten von E, Ey. 


sprung ein beliebig liegendes Strahlenpaar B,,X)—B,.X, mit einem eingeschlossenen Winkel 
1 : 

y Y1z SO braucht man nur die Gerade P, Ag zu ziehen, wenn A, der Schnittpunkt von By, XG8 
mit k,, ist, um die entsprechende Kurbellange 4)A, durch den Schnittpunkt A, von P, A, mit 


Bs 


By, X, zu erhalten. Den Gestellpunkt B, 
kann man beliebig auf B,, P, annehmen 
und hat so alle Abmessungen des verlang- 
ten Gelenkvierecks. 


Ist noch eine dritte Punktlage E, ge- 
geben, so ist die Konstruktion die gleiche. 
Man braucht zuletzt nur noch den Punkt 

A, auf dem Kurbelkreis mit A, als Mittel- 
punkt und A,A, als Halbmesser als 
Schnittpunkt mit dem Kreisbogen um EF, 
und E, A, als Halbmesser zu bestimmen. 
Dann macht man: AE; A, Bs=A E, A, By, 
und findet den Punkt B, als Schnittpunkt 
der Mittelsenkrechten b,, auf B,,B, mit 
oR ee 

Es kénnen auch hier die bereits er- 

wahnten Sonderfalle des Kreises k,, in der 
gleichen Weise herbeigefiihrt werden, wo- 
bei hier der Punkt A, immer auf diesem 
Kreis auszuwahlen ist. 


In Abb. 13 sollen zunachst wieder vier 
Punktlagen E, bis E, und eine Tangente 
t, gegeben sein. Man zeichnet tiber E, E, 
und E,E, (das Punktlagenpaar E,—E, 
mu beim Bewegen des Koppelpunktes E Abb. 13. Gegeben vier bzw. fiinf Punktlagen und eine Tangente 
zwischen dem Punktlagenpaar EE, mit dem Gelenkpunkt B,, als Punktlagenreduktion. 
liegen) als Grundlinien die gleichschenk- 
ligen Dreiecke mit immer gleicher, aber beliebiger Seitenlange mit den Spitzenpunkten B,, 
und B,, und den Spitzenwinkeln y,, und y,,. Wenn die Strecken E, E, und E,E, sich unter 
dem Winkel y, schneiden, zeichnet man tber B,,B,; den Kreis k,,, der den Winkel y, als Um- 
fangswinkel faBt. Auf diesem Kreis k,, nimmt man einen beliebigen Punkt Ay, an und kon- 


struiert ein Strahlenbiischel mit dem Ursprung B,, und den Winkeln < X, By, X) = = Vy, und 
ey AS B14 Xo => Yo3, Wobei der X,- und X,-Strahl zu dem X,-Strahl in umgekehrtem Sinne 
liegen mu8B wie die Punkte E, und E, zu den Punkten E, und E;. Um E, schlagt man einen 
Kreisbogen mit HE, A,, als Halbmesser, der den Strahl B,,X, in Ao, schneidet. Die Mittelsenk- 
rechte auf A,, A, wiederum schneidet den Strahl B,,X, in A,. Verlangert man nun die Gerade 
Ao, A, bis zum Schnitt P, mit der gegebenen Normalen n,, so braucht man nur noch die Mittel- 
senkrechte auf B,,B,, zum Schnitt B, zu bringen mit der Strecke P, B,, und hat damit alle Ab- 
messungen eines von unendlich vielen die Aufgabe erfillenden Gelenkvierecks bestimmt. 

Ist aber auBer den vier Punktlagen und der einen Tangente noch eine fiinfte Punktlage E, 
gegeben, so mu man zeichnerische Interpolationen zu Hilfe nehmen. Man verfahrt in Abb. 13 
zunachst wie bereits beschrieben. Es ist also der Kreis ky, als Umfangskreis des Winkels yy be- 
kannt. Auf ihm nimmt man beliebige Punkt Aj, an und zeichnet dazu jeweils ein Strahlen- 
bischel B,, X{— B,,X,—B,,X, das die Winkel s Vy4 und $98 einschlieBt. Der Kreisbogen mit 
E, Aj, als Halbmesser schneidet ‘den Strahl B,,X; in Aj und die Mittelsenkrechte auf Fe. S: e 
den Strahl B,,X{ in Aj. Auf dem Kreis,um Aj, durch A; bestimmt man den Punkt 4j, der von 
E, die Entfernung FE, Aj hat. Macht man nun A E, 4; B;=A E, A; Byy, 80 ergibt sich By als Mittel- 
punkt des Kreises durch die drei Punkte B,,, B;, B,,. Die Gerade By, Bj schneidet die Normale n, 
in P,, wahrend die Gerade Aj, A; dies in P{ tut. Beide Gerade miBten sich aber im gleichen 
Punkt auf der Normalen n, schneiden, d. h. also, man muB den Punkt Ay, s0 lange auf ky, wandern 
lassen, bis die Entfernung P; P. Null wird. 

Es leuchtet ein, da®B die Anzahl der zu erfillenden Bedingungen um eine Punktlage erhoht 
werden kann, da ja zu Beginn der Konstruktion die Seitenlange E, B,,=E, B,; noch beliebig 
groB angenommen wurde. Das wiirde zum Schlu® bedeuten, dali ein Kreis durch vier Punkte 
B,,, Boz, B;, Bz mit dem Mittelpunkt B, zu zeichnen ware, und die Gerade B,, By sich mit der 
Geraden A,, A, auf der Normalen n, schneidet. 
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In Abb. 14 sollen gegeben sein vier Punktlagen EF, bis E, und zwei Tangenten t, und t;. Man 
zeichnet wieder ttber E,E, und E,E, als Grundlinien die gleichschenkligen Dreiecke mit den — 
Spitzenpunkten B,, und B,, und den Spitzenwinkeln y,4 und y23. Wenn die Geraden E, E, und 
E,E, den Winkel yy einschlieBen, ist k,, wieder der Kreis, der uber B,;B,, den Winkel yo als 

Umfangswinkel faBt. Da die 
Normalen n, und n, gegeben 
‘sind, wahlt man auf ihnen | 
zunachst die Pole P, und P, — 
auf einer Geraden durch By, 
Ue beliebig aus und ermittelt 
zu P;, P; und B,, den vier- . 
ten harmonischen Punkt Ba. | 
In Abb. 14 ist zufallig 
PD Bee ak Dan as OC. dalirie 
\. oy (Fy) 1m Unendlichen liegt und der 
; Kreis kj, aller Punkte Ao. 
durch die Gerade kj,, in By3 
senkrecht auf P, P; stehend, 
dargestellt wird. Mit dem 
X3-Strahl auf By, Aj, zeich- 
net man das_ Strahlen- 


bischel mit den Winkeln 
1 


JX; By De 2 23 und 
<i X, By Xi = 3 Yuu und 
findet Aj, auf dem Xj-Strahl 
Abb, 14. Gegeben vier Punktlagen und zwei Tangenten mit dem Gelenkpunkt B,, mit E, Ay =E, Ag. Die Ge- 

als Punktlagenreduktion. rade durch den auf No ange- 

nommenen Pol P; schneidet 

den X/-Strahl in Aj, wahrend die Mittelsenkrechte auf Aj,Aj. den gleichen Strahl in Aa 
schneidet. Die Aufgabe ist erst dann erfillt, wenn 4a4,;=0, wenn die Gerade P3 Aj. und die 
erwahnte Mittelsenkrechte sich also in einem Punkt auf dem X(-Strahl schneiden. Man kann 
deshalb die Pole P; und Pj auf nz und ny jeweils auf einer Geraden durch B,, so lange ver- 
schieben, bis diese Bedingung erfullt ist. In Abb. 14 gilt dies fur die Pole P, und P3, fiir welche 
die Gesamtkonstruktion, beispielsweise auch der Kreis kj, mit Hilfe der vier harmonischen 


Punkte P,, P;, By, Ba erkennbar ist. 


rag 


¥ 


5. SchluBbetrachtungen. Es wurden Konstruktionen fiir das Gelenkviereck gezeigt, mit 
denen gegebene Punktlagen und in einigen von diesen noch gegebene Tangenten verwirklicht 
werden kénnen. Dabei wurden zwei verschiedene Grundkonstruktionen, die zu Punktlagen- 
reduktionen fihren, angegeben und so eine willkommene Auswahlméglichkeit gegeben. Ins- 
gesamt kénnen mit Hilfe zeichnerischer Interpolationen, wenn eine gegebene Punktlage mit einer 
gegebenen Tangente als gleichwertig eingesetzt wird, vom Gelenkviereck bei der Anwendung von 
Punktlagenreduktionen sieben Bedingungen erfillt werden. 

Punktlagenreduktionen erlauben erstmalig eine einwandfreie maBsynthetische Behandlung 
auch der vielgliedrigen Getriebe, so daB deren Vorteile nun voll ausgenutzt werden kénnen. So 
ist es z. B. moglich, mit einem sechsgliedrigen Kurbelgetriebe bei Anwendung von Punktlagen- _ 
reduktionen bis zu elf Punktlagen zu beherrschen!. Das wiirde also bedeuten, daB man beispiels- | 
weise fiir ein sechsgliedriges Getriebe im Héchstfalle fiinf Tangenten und sechs Punktlagen oder 
vier Tangenten und sieben Punktlagen erfillen kann usw. Fir Getriebe mit mehr als sechs 
Gliedern kann man dann die Forderungen entsprechend héher stellen und somit auch den héch- 
sten Ansprichen mit der entsprechenden Gliederzahl genigen. 


1 K. Hain, Werkstatt und Betrieb, 80 (1947) S. 189. 


(Eingegangen am 9. Mai 1949.) 
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Die nichtisotherme laminare Stromung einer zihen Flissigkeit 
durch enge Spalte und Kapillarréhren*. 


Von H. Hausenblas. 


1. Zweck der Untersuchung. Das Hagen- Poiseuillesche Gesetz ist bisher nur unter der Voraus- 
setzung betrachtet worden, daB die durch innere Reibung entwickelte Warme und die dadurch 
bedingte Temperaturerhéhung keinen HinfluB auf die Zahigkeit der Flissigkeit haben. Das setzt 
-entweder sehr langsame Bewegungen voraus, bei denen keine nennenswerte Erwarmung auftritt, 
oder Flissigkeiten, deren Zahigkeit von der Temperatur nicht abhangig ist. 

Fast alle uns bekannten Flissigkeiten zeigen aber eine starke Abnahme der Zahigkeit mit 
der Temperatur. Eine Ausnahme davon machen kinstlich hergestellte Mischungen und Stoffe; 
insbesondere die in der letzten Zeit viel genannten Silikone sollen eine von der Temperatur fast 
-unabhangige Zahigkeit aufweisen. Im allgemeinen ist das aber nicht der Fall, vor allem nicht bei 
Schmierélen. In hoch beanspruchten Gleitlagern treten groBe Schergeschwindigkeiten auf, bei 
denen die Erwarmung durch innere Reibung nicht mehr vernachlassigt werden darf. In. den iib- 
lichen Viskosimetern wird aber die Zahigkeit bei einer schleichenden Bewegung bestimmt, deren 
Schergeschwindigkeiten so klein sind, das die Erwarmung durch innere Reibung vernachlassigt 
werden kann. Zur Beurteilung des Schmiervorganges wird stets die auf letztgenannte Weise be- 
stimmte Zahigkeit herangezogen. Dabei kénnen sich Abweichungen ergeben, die mangels geeigneter, 
wissenschaftlich begriindeter Unterlagen nicht beurteilt werden kénnen. In den Kreisen der Fach- 
leute herrscht nun seit langem die Ansicht, daB die auf der Hydrodynamik begriindete Lehre vom 
Schmiervorgang nicht imstande ist, viele wichtige Beobachtungen beim Schmiervorgang zu er- 
klaren. Dabei hat man allerdings immer nur die einfachsten Lésungen der Hydrodynamik zum 
Vergleich herangezogen. 

Aus diesen Griinden bleibt die Frage zu untersuchen, ob die bisherige Bestimmung der Vis- 
kositat bei schleichender Bewegung geeignet ist, den Schmiervorgang bei groBen Schergeschwin- 
digkeiten zu beurteilen.. Diese Méglichkeit ist nicht ausgeschlossen, jedoch vermag vielleicht eine 
Viskosimetrie bei hohen Schergeschwindigkeiten, wie sie von Arveson! angestrebt wurde, die 
hydrodynamische Theorie der Schmierung und die Beobachtungen besser in Einklang zu bringen. 

Dariiber hinaus besteht ganz allgemein das Bediirfnis, das Hagen- Poiseuillesche Gesetz unter 
den Bedingungen zu kennen, bei denen die Erwarmung durch innere Reibung nicht mehr ver- 
nachlassigbar ist. Die Forderung nach einer solchen Untersuchung stellt schon Ten Bosch in der 
Einleitung seines Buches ,,Die Warmeiibertragung“. 

Im folgenden soll daher versucht werden, das Hagen-Poiseuillesche Gesetz unter der Voraus- 
setzung zu behandeln, daB Flissigkeiten verwendet werden, deren Zahigkeit nicht von der Scher- 
geschwindigkeit, sondern von der aus der inneren Reibung folgenden Temperaturerhéhung ab- 
hangt. Auch fiir die Physik der Kolloide ist eine solche Untersuchung wichtig; denn eine Abnahme 
der Viskositat mit der Temperaturerhohung, die durch innere Reibung bei hoher Schergeschwindig- 
keit entsteht, wirkt im selben Sinne wie eine Abnahme der Viskositat mit der Schergeschwindig- 
keit, wie sie bei Kolloiden beobachtet wird. Die Untersuchung bietet daher mit eine Grundlage 
zur Entscheidung dariiber, ob etwaige Abweichungen von der tiblichen Aussage des Hagen- 
Poiseuilleschen Gesetzes auf die Erwarmung durch innere Reibung oder auf eine Abnahme der 
Viskositat mit der Schergeschwindigkeit, also auf das Vorhandensein einer nicht-Newtonschen 
Flissigkeit zurickzufthren sind. ‘ 

Es wird die stationare, laminare Stromung durch einen engen, von zwei zueinander parallelen 
Ebenen gebildeten Spalt unbegrenzter Breite bzw. durch ein Kapillarrohr behandelt. Zur Verein- 
fachung des behandelten Problems soll hier ferner angenommen werden, da} der betrachtete Teil 
des Strémungsfeldes hinreichend weit von der Einlaufstelle in den engen Spalt bzw. das Kapillar- 
rohr entfernt sein soll, so daB sich die Strémungsgeschwindigkeit, die Temperatur der strémenden 
Flissigkeit und der Druckgradient beim Fortschreiten in der Strémungsrichtung nicht mehr 


* Gekiirzte Fassung der von der Technischen Hochschule Berlin 1944 angenommenen Dissertation (Be- 
cichter Prof. Dr. G. Hamel, Mitberichter Prof. Dr.-Ing. H. Gréber). 
1 M. H. Arveson, Ind. Eng. Chem. 24 (1932), S. 71, und 26 (1934), S. 628. 


andern. Der von der Einlaufstelle in den Spalt bzw. das Kapillarrohr bis zu der eben festgelegten 
Stelle reichende Teil wird als Anlaufstrecke bezeichnet. Die genaue Verfolgung der Vorgange in 


der Anlaufstrecke bereitet mathematisch einige Schwierigkeiten, weshalb hierfiir bisher nur eine 
Abschatzung der Erhéhung der tber den Spalt bzw. Rohrquerschnitt gemittelten Temperatur 
innerhalb der gesamten Anlaufstrecke vorliegt (Energetische Rechnung von M. Hersey1). Eine | 


weitere Arbeit von W’. Schumacher? behandelt die laminare Strémung bei starker Energieaussetzung 
in der Anlaufstrecke eines Ringspaltes. Hier werden jegliche Warmeleitung und Warmetbergang 
in erster Naherung vernachlassigt und eine an der Einlaufstelle angenommene parabolische Ge- 
schwindigkeitsverteilung als langs der Spaltlange unverandert vorausgesetzt. 


Als Vorlaufer der vorliegenden Arbeit sind im wesentlichen anzusehen die Arbeiten von W. | 


Nusselt?, 4, von R. Nahme® und von A. Kingsbury®. Die Arbeit von Nusselt hat die parabolische 
Geschwindigkeitsverteilung in einem Rohr kreisférmigen Querschnittes und eine anfangliche 


Ubertemperatur der strémenden Flissigkeit zur Voraussetzung, behandelt also, wie auch einige 


neuere Arbeiten, den Warmetibergang bei laminarer Strémung durch ein Rohr. Beim hier be- 


handelten Fall hingegen strémt die Flissigkeit mit derselben Temperatur, die auch die Wandungen 


besitzen, in den Spalt bzw. das Rohr ein und erwarmt sich in der Anlaufstrecke allmahlich durch 


die in ihr selbst durch die innere Reibung erzeugte Warme. Da die Geschwindigkeitsverteilung von _ 


“4 
| 
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W. Nusselt von vornherein als gegeben betrachtet wird, braucht fiir die Abhangigkeit der Zahigkeit _ 
der stroémenden Flissigkeit von deren Temperatur keine Annahme gemacht zu werden. Die Arbeit | 
von Nahme behandelt die Strémung durch einen engen, ebenen Parallelspalt unbegrenzter Breite, | 
dessen eine Wand gegen die andere translatorisch unter Beibehaltung der Spaltbreite verschoben _ 


wird. Dabei wird in dem gesamten Stromungsfeld konstanter Druck und damit auch konstante 
Schubspannung vorausgesetzt. Die Abhangigkeit der Zahigkeit der stromenden Flissigkeit von 
deren Temperatur wird durch eine Exponentialfunktion angenahert. Die Arbeit von Kingsbury 
enthalt fiir den von Nahme behandelten Fall der Spaltstrémung eine graphische Lésung fir be- 
liebige, graphisch gegebene Abhangigkeit der Zahigkeit der stromenden F'lissigkeit von deren 
Temperatur. : 

Nach Fertigstellung der vorliegenden Arbeit wurde dem Verfasser noch eine Arbeit von 
Philippoff” bekannt, der in dieser Arbeit ebenfalls den hier behandeltén Fall der Strémung durch 
ein Kreisrohr bearbeiten wollte. Es erschien daher notwendig, diese Arbeit im Zusammenhang 
mit der vorliegenden Arbeit besonders zu behandeln (vgl. Abschnitt 9). 


2. Die allgemeinen Gleichungen fiir die laminare Stromung einer zéhen inkompressiblen Fliis- 


sigkeit. Die Ausgangsgleichungen fiir alle im folgenden wiedergegebenen Untersuchungen bilden | 
die Grundgleichungen fiir die laminare Strémung einer zahen F'liissigkeit. Diese Gleichungen sollen | 


im folgenden in jener Form zusammengestellt werden, wie sie spater gebraucht werden, also fir 
inkompressible Flissigkeiten mit verinderlicher Zahigkeit. Sie sollen sowohl in kartesischen Ko- 


ordinaten als auch in Zylinderkoordinaten angegeben werden, da beide Formen spater gebraucht 


werden. 
Die Navier-Stokessche Bewegungsgleichung in kartesischen Koordinaten fur die spaterhin allein 
benotigte z-Richtung lautet 


Diao! 8 on Op. 0? w dw , dw ay (du dw an / Ov dw dyn dw 
CD ah ages ay? | eid Telos seire bee ee baal ears 02 (1) 
bzw. in Zylinderkoordinaten (Abb. 7) ebenfalls fiir die z-Richtung 
Digs s Opi ek 0 LE ian a dre: 0 [0Cr 0 Cy 
any dz bn | (r =) T Pag es eee | 9 
RL ie , 9¢:\ | 5999 06 (2) 
Rap Voz © apa 02: 0z!= 


Die Energiegleichung lautet fir kartesische Koordinaten 


Dé 07d ao a? o 
Nene A ape ay! ae 


) +4 + Diss. Fktn., (3) 


M. D. Hersey und J. C. Zimmer, Journ. appl. Physics 8 (1937), S. 359. 
W. Schumacher, Ing.-Arch. 1 (1930), S. 444. 

W. Nusselt, Z. VDI. 54 (1910), S. 1154. 

Gréber-Erk, Die Grundgesetze der Warmeiibertragung. Berlin 1933. 

R. Nahme, Ing.-Arch. 11 (1940), S. 191. 

A. Kingsbury, Mech. Engeneering 55 (1933), S. 685. 

W. Philippoff, Physik. Z. 43 (1942), S. 373. 
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wobei mit Diss. Fktn. die Dissipationsfunktion, also der folgende Differentialausdruck bezeichnet 


wurde: 
Diss. Pktn, = 2(5%)° +2 (3°)" ea | 
Migs as ay Get on) . 


In Zylinderkoordinaten lautet die Energiegleichung 


DE OR dO. 378 ARO 
yep =A(s + San 


und der Ausdruck fiir die Dissipationsfunktion 


Diss. Fktn, = 2(52)" +2 (So =" +2(Sey + 


) +> Diss. Fktn. (5) 


aie 


rdgQ r dz (6) 
0 Cy dc, \2 0c, 0c, \2 dc, dc C,\2 
| u u 
eshess) ee ep eae ! gee ae 


‘Die Kontinuitatsgleichung wird beim tieferstehend behandelten Problem nicht bendtigt. 


3. Die Niherungslésung fiir die Spaltstr6mung mit linear interpolierter Zihigkeitskurve der 
stromenden Fliissigkeit. Fir die Behandlung dieser Strémung durch enge, ebene, unbegrenzt 
breite Spalte wurde in dem Spalt ein Koordinatensystem nach Abb. 1 festgelegt. Es soll also die 
(y.2)-Ebene mit der Symmetrieebene des Spaltes zu- 
‘sammenfallen und die z-Achse in der Strémungsrichtung 
liegen. Im folgenden soll die eben gekennzeichnete Stré- 
‘mungsform der Kiirze halber immer nur als_,,Spalt- 
strémung® bezeichnet werden. 


Als Voraussetzungen, unter denen die Strémung durch Srromungsrichitung 
den Spalt betrachtet werden soll, sind zu nennen: 

a) Stationare Strémung. 

b) Es soll sich um eine ebene laminare Strémung han- 
deln, so daB also Strémungsgeschwindigkeit, Druck, Tem- 
peratur und damit auch die Zahigkeit der strémenden Flissigkeit in entsprechenden Punkten aller 
zur (x, z)-Ebene parallelen Ebenen dieselben, insbesondere u=0 und v= 0 sind. 

c) Es soll nur jener Teil der Strémung betrachtet werden, der so weit von der Einlaufstelle 
in den Spalt entfernt vor sich geht, daB bereits dw/dz=0 und 00/dz=0 sind. Durch letztere 
Voraussetzung ist, da die Zahigkeit der stromenden Flissigkeit als nur von deren Temperatur 

-abhangig betrachtet werden soll, auch d7/dz=0 im gesamten hetrachteten Teil des Strémungs- 
feldes. Es sollen also im betrachteten Teil des Stromungsfeldes an allen Stellen z dieselben Tempe- 
ratur- und Geschwindigkeitsprofile iber x vorhanden sein. 

d) An den Spaltwandungen soll die strémende Fliissigkeit dauernd dieselbe Temperatur 0, 
haben, die im weiteren immer als Spaltwandungstemperatur bezeichnet werden soll. 

Nach obigem ist also tediglich in der z-Richtung eine Druckanderung vorhanden, fiir die daher 
der totale Differentiaiquotient dp/dz geschrieben werden kann. Zur Vereinfachung der Schreib- 
-weise soll entgegen dem tblichen Gebrauch, der auch Gleichung (1) zugrunde liegt, im weiteren 
immer ein positives dp/dz einen Druckabfall (also keinen Druckanstieg) in Stromungsrichtung, 
also in Richtung der positiven z-Achse bedeuten. Unter Beachtung dessen und der Voraussetzungen 
a) bis d) nimmt also die Navier-Stokessche Differentialgleichung (1) fir den Spalt foigende Form an: 


Us 
Z 
wa) 
a 

SS Sa 
CA 


Abb. 1. Koordinatensystem im Spalt. 


d dw dp r 

dx (7 re dz y 

bzw. integriert dw |... 1 dp Es (8) 
dx acs i] dz 


(Integrationskonstante gleich Null aus Symmetriegriinden). 


Wegen der Voraussetzung c) ist die linke Seite der Gleichung (7) von z unabhangig, so daB auch 
dp/dz einen yon z unabhangigen Wert haben muB. 
Die so direkt aus der Navier-Stokesschen Gleichung hergeleitete Gl. (8) kann auch direkt durch 
eine Gleichgewichtsbetrachtung fiir ein Flissigkeitselement erhalten werden. 
Gleichung (8) 146t sich vorlaufig noch nicht integrieren, da bisher die Verteilung der Zahigkeit 
der strémenden Flissigkeit tiber « noch nicht bekannt ist. Sie hangt von der sich einstellenden 
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Temperaturverteilung im Spalt ab, da die Zahigkeit 7 der stromenden Flissigkeit als nur von) 
deren Temperatur # abhangig angenommen wird. Das Temperaturprofil erhalt man aus der Energie-; 
gleichung (3) und (4). Diese lautet! fir die Spaltstrémung unter Beachtung der angegebenen) 
Voraussetzungen a) bis d) 


d? b dw\2 ie | 
Ap ! ae) eit (°) 
Beriicksichtigt man nun (8), so erhalt man? ; 
29) ee aaee oh 0 
de tao (ge) =o. | OG 


Um die Differentialgleichung (10) fur die Temperaturverteilung 0=%(x) im Spalt integrieren zu 
kénnen, ist noch die Zahigkeitskurve 1/7=1/7(@) der strémenden Flissigkeit zu beriicksichtigen?®. 
Die gréBten Vorteile bietet eine lineare Naherungsfunktion 


ashe hyd, (11) 


da dann (10) in eine Besselsche Differentialgleichung tbergefihrt werden kann. Man erhalt dann 
Temperaturprofile, die sich durch die Besselschen Funktionen darstellen lassen. Dies bietet den 
Vorteil, daB die Frage der Konvergenz eines sonst nétigen allgemeinen Reihenansatzes zur Lésung 
der Differentialgleichung von vornherein erledigt ist. 

Die Frage, ob die mit der linear interpolierten Zahigkeitskurve erhaltenen Lésungen die wahren | 
Verhaltnisse hinreichend genau annadhern, wird im Abschnitt 4 behandelt werden. Die zu inte- | 
grierende Differentialgleichung ist also 


?@O 
mit der Konstanten a 
ws Fete ERNE : 
Neaia Gas) Ws) 
und k 
Oba (14) | 
1 
als neuer Veranderlicher. Die GréBe © ergibt eine Temperaturskala mit gegentiber # derart ver- 
schobenem Nullpunkt, da 7=1/k,O bei O=0 einen Pol besitzt. Da negative Zahigkeiten der 
stromenden Flissigkeit keinen physikalischen Sinn haben, verliert die hier verwendete Naherungs- 


funktion fir die Zahigkeit der strémenden Flissigkeit in der Nahe von @=0 ihren Sinn und damit 
wird auch die fir @ aus (12) erhaltene Lésung dort unbrauchbar. 

Als Lésung der Differentialgleichung (12) erhalt man bei Beachtung der notwendigen Sym- 
metrie 


0 = On Ay, (P24) | (15) 


dabei ist A_y, die zur Besselschen Funktion J_y, gehérige Reihe* 


ah, oyun ead (an) eae aon cea 
A_y()= 24 5 Srey ie ah eam aie See | 


(vgl. Zahlentafel 1 und Abb. 2). A_y(t) wurde nur bis zur ersten Nullstelle angegeben, da diese — 
der vorhin angegebenen Giltigkeitsgrenze der linearen Interpolationskurve der Zahigkeit ent-. | 
spricht. 

Die GréBe Om ist dabei die maximale, in Spaltmitte auftretende Temperatur, die aus der be- 
kannten Spaltwandungstemperatur 0, durch 


On = Orv 


A_y, (ix 7) 


(17) 


erhalten wird. 


* Gegeniiber der entsprechenden Gleichung bei Nahme und anderer ist hier das mechanische Warme-_ 
aquivalent A herausgelassen, da angenommen wurde, daf fiir alle in der Gleichung vorkommenden GréBen 
von vornherein in einem einheitlichen Mafsystem gerechnet wird. 

® Gegeniiber der entsprechenden Differentialgleichung (5) der Arbeit von Nahme bereitet die Differential- 
gleichung (10) bei der Integration dadurch gréBere Schwierigkeiten, daB die Schubspannung in unserem Fall 
von x abhiangt, bei Nahme aber nicht. 

é Im folgenden mag immer die Kurve der Reziprokwerte 1/7 iiber 0 als Zahigkeitskurve bezeichnet werden, 
da immer nur 1/7 benétigt wird. i 


4 Vel. Jahnke-Emde, Funktionentafeln. Leipzig und Berlin 1933 (2. Aufl.), S. 128. 
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; Zahlentafel 1. 


LTR SA ee 
Am Ay) F, (t) F, (t) F, (t) Af 
— ah 

0,0. | +1,000 | +-0,50000 | +0,16667 | + 0,33333 ' A 
0,1 | 0,997 0,49944 | 0,16659 0,33285 a es 

0,2.) 0,987 0,49778 0,16635 | 0,33143 oy 6B (t) 

0,3 0,970 0,49502 0,16595 0,32907 ; er 
0,4 0,947 0,49117°| — 0,16540 0,32577 ne 

-0,5 | . 0,918 0,48626 |  0,16470 0,32156 ‘ ah, (4) 
0,6 0,883 0,48031 0,16384. 0,31647 7 | 

0,7 0,842 0,47334 0,16283 0,31051 

0,8 0,796 0,46541 | 0,16168 | — 0,30373 ae 
0,9 0,745 0.45654 0,16038 0,29616 oe VAG) 
1,0 0,690 0,44677 | 0,15894 | 0,28783 ck 
51,1 | _ 0,630: 0,43617 0,15737 0,27880 Ou L 
1,2 0,567 0,42479 0,15568 |  0,26911 A-2 ft) 
1,3 0,501 0,41267 0,15386 0,25881 08 
B14 0,433 0,39988 0,15192 0,24796 
“1,5 0,362 0,38648 0,14987 0,23661 G2 , 

1,6 0,291 0,37255 0,14771 0,22484 i 

1,7 0,219 0,35813 0,145.46 0,21267 ! 

21,8 +): -: 0,147 0,34331 0,14311 0,20020 Anas | boas 
1,9 0,075 0,32816 0,14068 |. 0,18748 CF NE BOS SAT ier 
2,0 0,004 0,31274 0,13817 0,17457 21k \ 
2,1 | —0,065 0,29713 0,13559 0,16154 

B2.9' | 0-132 0,28139 0,13295 0,14844 eee Rerore Bn 


_. Nunmehr kann auch die Geschwindigkeitsverteilung im Spalt durch Integration gefunden 
werden: HE ; Teas le 
BAe w 2 2 

a aie, aes 7 oF (— “)), 73 


wobei als Randbedingung w=0 fir die Spaltwande bei x= --a/2 beachtet wurde. Hier bedeutet 
jm=1/k,Om die in Spaltmitte auftretende Zahigkeit, F(t) die Funktion 


es Vouenungatne 
Fi) =). year es ue) 


v=0 
(vel. Zahlentafel 1, Abb. 2).. 
Fir das DurchfluBvolumen durch den Spalt in der Zeiteinheit und je Einheit der Spaltbreite er- 


halt man es 
lignidpara® VN @ 
Oe ae lone) (29) 
mit 
: st do)! : EA 21 
F) = dor Cato “(4+ 2) (4943) ee (23) 
und 


vgl. Zahlentafel 1, Abb. 2). 

Um eine den Ahnlichkeitsgesetzen entsprechende Darstellung der am meisten interessierenden 
Ubertemperaturen ?—#, in der stromenden Flissigkeit gegeniiber der Wandtemperatur #» zu 
rhalten, miissen diese durch Oy=0w+ko/ky dimensionslos gemacht werden: 


4 x2 
OD uae Aa ee ®,) ] (23) 
Po +ko/ky A_y, (%4) 


vobei 8, die Ahnlichkeitskennziffer ve 
Neer EY] Aye cd Re 5 24 
Sie cert a a 6 | eda Ns (24) 


156 Hausenblas: Die nichtisotherme laminare Strémung einer zahen Fliissigkeit. Ingenieur-Archiv | 
ee op eet a en 


Zahlentafel 2*. 


\ B-Bw 
Oy +h glk 1 
E416" 
| 
42} 
£0 
| 
TB a 
| 
46 
Fan a 
/ 14 
7,2 
40 
al 
Obbi2 
G6 | 
0 | 
oF j 
GE 
Abb. 3. G2 06 
Temperaturprofile; ay 0 7 
ebener Spalt. 0. 
QF G4 


darstellt. Einige Temperaturprofile sind in Abb. 3 zusammengestellt (vgl. Zahlentafel 2). Die | 
Ubertemperaturen werden mit wachsender Kennziffer 8, gréBer. &,=0 entspricht der isothermen | 
Strémung. Die Ubertemperaturen nehmen erst in der Nahe der Spaltwandung in starkerem Mabe 
ab (da dite Temperaturprofile in erster Naherung Parabeln vierter Ordnung entsprechen). 


ASS 
D 


Porabe) 


G2 t 


0 QE NOL ROO OCS MEG. 


Abb. 4. Geschwindigkeitsprofile ; 
ebener Spalt. 


@, | oma Fu Wm 202 
4 Do + */h, Wy Q,, 
0,0 0,000 1,000 1,000 
0,1 0,003 1,001 1,001 
0,2 0,013 1,010 1,006 
0,3 0,031 1,020 1,019 | 
0,4 0,056 1,038 1,032 
0,5 0,090 1,060 1,050 
0,6 0,132 1,089 1,074 
| Ong 0,189 1,121 1,105 
0,8 0,257 1,169 1,141 
i 0,9 0,342 1,228 1,197 
1,0 0,450 1,295 1,252 
TDs 05589 1,382 * 1,330 
if 0,763 1,500 1,425, 
18 1,000 1,650 [ES 5i 
1,4 1,310 1,847 1,720 
155 1,765 231132)° 1,958 | 
1,6 2,440 2,562 2,320 | 
aE * Die in dieser Zahlentafel angegebenen | 
x Zahlenwerte haben nur _ Rechenschieber- 
G6 08 10 genauigkeit. | 


- Strémung einer Fliissigkeit von der Temperatur %, (also mit 


Die Geschwindigkeitsprofile sollen durch die bei isothermer 


der Zahigkeit Hw) in Spaltmitte gifs maximale Ge- 
schwindigkeit 

Hi ae ae A. 

Pg Te Tho daa 8, ; (23) 


dimensionslos gemacht werden: 


<= B= Bots [F.(%) ie (=) Py ee ,) | : (26) 


WwW, 


&, und YW, sind die beiden fir die Geschwindigkeitsprofile maB- | 
gebenden Ahnlichkeitskennzahlen. Die in Abb. 4 fir einige | 
R,-Werte dargestellten Geschwindigkeitsprofile zeigen, daB die 
Abweichungen gegeniiber der isothermen Strémung erheblich 
werden kénnen. Bei hohen 8,-Werten zeigen die Geschwindig- | 
keitsprofile in ihren Flanken bemerkenswerterweise einen 
S-Schlag. An der Spaltwandung haben alle Geschwindigkeits- 
profile wegen gleicher Zahigkeit der strémenden Fliissigkeit 
denselben Anstieg. 


Auch das DurchfluBvolumen durch den Spalt soll fur die 
Auftragung mit dem DurchfluBvolumen Q, bei isothermer 
Strémung durch den Spalt 


yl ed 'py cia® a 
Q,= nae to (27) 
dimensionslos gemacht werden: 


Q, ; A_y, (8) ; 
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Die Darstellung dieser Beziehung in Abb. 5 zeigt, da das DurchfluBvolumen durch den Spalt 
bei nichtisothermer Strémung bei gréBeren Kennzahlen &, das Durchflu8volumen bei isothermer 
Stroémung wesentlich tbersteigt. Solange bei kleinen ,-Werten die Geschwindigkeitsprofile nicht 
allzusehr vom parabolischen abweichen, stimmt der 


Anstieg von Q/Q, uber 8, praktisch mit dem von 4 
Wm/w, tberein (wobei wm die in Spaltmitte auf- BY Ox 
tretende maximale Geschwindigkeit ist). Spater steigt 
Wm/w, wegen abnehmender-Volligkeit der Geschwin- ya 
digkeitsprofile starker als Q/Q, an. sles 

Halt man bei verschiedenen Spaltweiten durch / ie 
entsprechende Anderung des angelegten Druck- 18 L 
gefalles das Durchsatzvolumen konstant, so nehmen 
die Ubertemperaturen im Spalt mit steigender Spalt- 16 
weite ab. 

14 

4. Die Naherungslésung fiir die Spaltstrémung 
mit parabolisch interpolierter Zahigkeitskurve der 12 
strémenden Fliissigkeit. Gegen die bisherige Nahe- 8, 
rungslésung mit linear interpolierter Zahigkeitskurve G—Q2_a# GS 08 40. 42 Th 016. 


der strémenden Fliissigkeit kann leicht eingewendet 
werden, dafs sich die Interpolationsgerade unter 
Umstanden allzusehr von der tatsachlichen Zahigkeitskurve der strémenden Flissigkeit entfernen 
wird. Um diesen Einwand zu entkraften, soll im folgenden zum Vergleich eine weitere Nahe- 
rungslésung angegeben werden, bei der die Zahigkeitskurve der strémenden Flissigkeit ent- 
sprechend dem Vorgehen von Poiseuille wie folgt parabolisch angendhert werden soll: 


= Ky+K,0 + K,0%. : (29) 


Abb. 5. DurchfluBvolumina; ebener Spalt. 


Damit erhalt jetzt die Differentialgleichung (10) fiir die Temperaturverteilung im Spalt die folgende 
Form: 


2 
o> + M(Ky+K,9-+K,92)2? =0, (30) 
wobei M die folgende Konstante darstellen soll: 
1 /dp\2 
= — | — ry 3 
Mea ae) asia 


Die Differentialgleichung (30) hat nun gegeniiber der friitheren Differentialgleichung (12) den 
groBen Nachteil, daB sie sich nicht mehr durch bekannte Funktionen, sondern nur durch einen 
Reihenansatz lésen laBt. Wegen der Symmetrieeigenschaft des Temperaturprofiles kommt als 
Reihenansatz fir die Temperatur ein solcher mit nur geradzahligen Exponenten in Frage, also 


Ts 
0 = >) Ton x?” (32) 
n=0 


wobei Ts, die Koeffizienten der Reihe darstellen soll. Man erhalt folgende Rekursionsformeln fiir 
die Koeffizienten 


Ae OF (33) 
v—2 : 
M py 9 . WW ) 
Ta; eS 4y (4y—1) lk, T4y—4 ai K, (r2_, oa 2 2, Les Vs (y— 1), : (34) 
wobei (33) fary—J,-2, 3, .: und (34) fir v=2, 3,... gilt. Fiir y=1 gilt an Stelle von (34) 
M ' 7 fe 
Ty = — Fy (Ko + Ky, T. + Ky 7) - (35) 


Das konstante Glied T, der Reihe stellt, wie leicht ersichtlich, die maximale, in Spaltmitte auftre- 
tende Temperatur %» der strémenden Fliissigkeit dar. Beim Vergleich des zweiten Gliedes der Reihe 
fir (35) mit (16) erkennt man die nahe Verwandtschaft der jetzigen Lésung mit der fritheren; 
das zweite Glied der jetzigen Reihe fir # laBt sich namlich in Ubereinstimmung mit dem zweiten 


Glied der Reihe (16) unter Beachtung der Identitat T,=0m und der Gleichung (29) wie folgt 


schreiben: : es 
P 
AE Cs atrial peat 4 
ae eo es 


12 
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Bei den weiteren Gliedern wird aber dann die Abweichung der jetzigen Lésung von der friiheren 
bemerkbar. 

Bei der praktischen Anwendung der jetzigen Lésung fir # treten die folgenden beiden Sehwierig- 
keiten auf: 


1) Die Koeffizienten der Reihe hangen, wie (34) zeiauee simtlich von dem Koeffizlenten Ty, also | 


der in Spaltmitte auftretenden maximalen Temperatur @m ab. Eine der Gleichung (17) entsprechende 


Beziehung, aus der zu einer bestimmten Spaltwandungstemperatur Ow Beene die in Spaitmitte | 


auftretende Temperatur %m berechenbar ware, laBt sich bei der jetzigen Lésung nicht mehr an-— 


geben. Man muB also bei der praktischen Anwendung der jetzigen Naherungslésung zuerst fiir 


einige geschatzte Mm die Temperaturprofile ausrechnen und dann jenes aussuchen, das fiir «= +a/2_ 


das gewiinschte %, erreicht. Die Berechnung nach der jetzigen Naherungslésung wird dadurch 
sehr zeitraubend. 

2) Es lassen sich fir die jetzige Naherungslésung keine allgemeingiltigen Temperaturprofile 
(entsprechend den in Abb. 3 gezeigten) angeben, da die Temperaturprofile jetzt auBer von der die 
Randbedingungen kennzeichnenden Konstanten M auch noch von der Kombination der fiir die 
Zahigkeitskurve der stroémenden F'lissigkeit kennzeichnenden GréSen K,, K,, K, abhangen. Es 
ist also jetzt eine gréBere Mannigfaltigkeit von Temperaturprofilen gegeben. 


Diese beiden Nachteile werden eine Anwendung dieser Lésung in gréBerem MaBe wohl praktisch | 
unmdglich machen, und daher soll diese Naherungslésung hier nur zur Kontrolle der Genauigkeit — 


der vorher angegebenen Naherungslésung mit linear interpolierter Zahigkeitskurve der strémenden 


Flissigkeit verwendet werden. Dazu geniigt es, anzunehmen, daB immer an Stelle der Spalt- | 


wandungstemperatur #, die maximale, in Spaltmitte auftretende Temperatur Jm gegeben sei. 


Um auf einfachem Wege die Geschwindigkeitsprofile zu erhalten, werde zunachst (8) umgeformt. | 


Aus (30) folgt 


1 IL Choy 
ieee Wied (36) 
womit (8) folgende Form annimmt: 
dw ya WENT bcs: 
dx x de GU 


Nach Einsetzen der Reihe fur d?/dx? und gliedweiser Integration erhalt man mit der in Spalt- 
mitte auftretenden Sree Mies Wm als Integrationskonstanten 
2 Ay (4y— 


1) fy 
Wm — W= i >2 ED ge xfer oe (38) | 


dz v= 


Durch nochmalige Integration dieser Gleichung tiber x zwischen den Grenzen +a/2 erhalt man 
nun noch das DurchfluBvolumen durch den Spalt in der folgenden Form: 


+a/2 
Ria 94 4y—1 
Wma—Q = toasts a T 4, (=) - (39) | 
—a/2 dz ?=l 


Als Ergebnis von Vergleichsrechnungen der jetzigen mit der friiheren Naherungslosung kann 
man angeben, dafs die Lésung mit, linear interpolierter Zahigkeitskurve bis ®, ~ 1,5 innerhalb 
der Rechengenauigkeit mit der jetzigen tibereinstimmt. Bis ®, ~ 1,7 sind die sich dann einstellen- 


den Abweichungen so gering, da® sie sicher noch in der MeSgenauigkeit liegen werden. Man kann | 


also &,=1,7 alg praktische Anwendungsgrenze der Naherungslésung mit linear interpolierter 


Zahigkeitskurve ansprechen, sofern man die Interpolationsgerade einigermafen giinstig legt und | 


die Valdekerte wines etwa die tblichen Kriimmungen aufweist. 


5. Eine graphische Lésung fiir die Spaltstrémung. Im folgenden soll kurz noch ein araphicnel 


Verfahren angegeben werden, das es erméglicht, die Differentialgleichung fiir die Temperatur- | 


verteilung im Spalt 
ad? } 
pee eee ” 
[uber die Konstante M siehe (31)] fiir eine ganz beliebige, lediglich durch eine Kurve 1/n=f(%) 
gegebene Zahigkeitskurve der strémenden Flissigkeit zu lésen. Es handelt sich dabei um die z. B. 
von Runge* angegebene graphische Methode zur Lésung einer Differentialgleichung zweiter 


Ordnung. 
1 C, Runge, Graphische Methoden S.133. Leipzig und Berlin 1915. 


-= Me (40) | 
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Leider hat auch diese Methode ebenso wie die in Abschn. 4 beschriebene analytische Methode 
len Nachteil, daB bei der Berechnung der Temperaturverteilung nicht von der Spaltwandungs- 
emperatur #,, sondern von der maximalen, in Spaltmitte auftretenden Temperatur @ aus- 
egangen werden mu8. Bei der praktischen Anwendung miiBte man also auch hier so, wie auf 
». 158 unter 1) beschrieben, vorgehen. Die Anwendung dieser graphischen Methode wird also wohl 
yur dann in Frage kommen, wenn die Zahigkeitskurve 1/y der strémenden Flissigkeit derart stark 
ekriimmt ist, dafs die beschriebene analytische Naherungslésung mit linear interpolierter Zahig- 
ceitskurve der strémenden Flissig- 
‘eit zu starke Abweichungen auf- 
veist. Im folgenden soll an Hand 
yon Abb.6 das graphische Verfahren 


yeschrieben werden. 


Bn -B 


_ Zunachst sind die Anfangswerte 
—d?9/dx?=0, —d3/dx=0, in—0=0 
tr x=0 bekannt. Dies ergibt die 
?unkte A,, A,, A, in Abb. 6. Nun 
verde der Bereich von x=0 bis a/2 
n eine gewisse Anzahl von Abschnit- 
en unterteilt, die am _ einfachsten oe 
sleich groB gewahlt werden. In Abb. 6 
yurden fiinf derartig gleich groBer 
Abschnitte gewahlt. Nun kann man 
sunachst, da vorerst eine genauere 
Annahme nicht méglich ist, den An- 
angswert —d?#/dx?=0 als Nahe- 


ungswert fiir den gesamten ersten 


: . 


Abschnitt annehmen. Die Kurve We 7h bang o 
—d? /dx? wird also in erster Nahe- fs 
‘ung im ersten Abschnitt durch A, B, ig 
largestellt. Dieses Kurvenstiick kann | 
tun unter Benutzung der Pole x, 
md gz, mit dem Rungeschen graphi- 
chen Integrationsverfahren! zweimal 
ntegriert werden, was als erste An- | 
aherung fir —d#/dx im ersten Ab- 2 4 7 st = We _ 
chnitt A, B, und als erste Naherung : SOE A TIE He aE 
air Om—O im ersten Abschnitt A; Bs Abb. 6. Graphische Liésung der Differentialgleichung fiir die Temperaturverteilung 
rgibt. Durch den Punkt B, ist im ebenen Spalt, 


un Jm— bzw. die Temperatur 
ler strémenden F'lissigkeit bei x=a/10 in erster Naherung bekannt. Fiir diese Temperatur ? 
‘ann nun aus der Zahigkeitskurve der strémenden F'lissigkeit der zugeh6rige Wert von 1/7 ent- 
lommen werden. Damit berechnet man nun einen ersten Naherungswert von —d?@/dx? an der 
stelle x=a/10 aus (40), was in Abb. 6 eingetragen den Punkt B,’ ergibt. Nimmt man nun wieder 
liesen Naherungswert von —d?#/dx? bei x=a/10 als Naherungswert von —d?7#/dx? in dem ge- 
amten zweiten Abschnitt, also von x=a/10 bis x=2a/10 an (Strecke B;C,), so kann man 
vieder den schon beschriebenen Vorgang durchfiihren. Durch dauernde Wiederholung des be- 
chriebenen Verfahrens kann man nun schrittweise die Differentialgleichung (40) in erster Naherung 
ntegrieren. f 

Um eine zweite Naherung zu erhalten, berechnet man mit den ersten Naherungswerten der 
femperatur @ der strémenden Flissigkeit (gegeben durch die Kurve A, F’;) zweite Naherungs- 
verte von —d? @/dx? aus (40) unter Benutzung der Zahigkeitskurve 1/7 tber @ der stromenden 
Jissigkeit fir x=0, a/10, 2a/10,...a/2 und verbindet die diese Werte darstellenden Punkte 
sie stimmen wbrigens mit den schon vorhandenen Punkten A,, Bj,...E, tiberein) nach Gefuhl 
urch eine glatte Kurve. Durch zweimalige graphische Integration dieser Kurve mit dem Runge- 
chen Verfahren erhalt man nun eine zweite Naherung fir die Temperatur 9 der stroémenden 
liissigkeit im Spalt. Um nun aus der zweiten Naherungskurve die dritte Naherungskurve fir den 


1 Vel. Runge, a.a.O. S. 96. 
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Temperaturverlauf J im Spalt zu erhalten, ist das beschriebene Verfahren zu wiederholen. Meis! 
wird man feststellen kénnen, da® sich bereits die dritte Naherungskurve nur sehr wenig von de/ 
zweiten Naherungskurve unterscheidet, so daB man meist das graphische Verfahren nach Erha}) 
der zweiten Naherungskurve fiir die Temperaturverteilung im Spalt abbrechen kénnen wird. | 

Die Geschwindigkeitsverteilung im Spalt erhalt man durch die folgende Konstruktion. M a 
berechnet aus (8) fiir eine Anzahl von x-Werten zwischen Null und a/2 (z. B. wieder fir x= 
a/10, 2a/10,...a/2) die Werte —dw/dx und tragt diese iiber x auf. Durch graphische Integratioy 
unter Beachtung der Randbedingung w,—w=0 fir x=0 erhalt man die Geschwindigkeitsverteilum 
im Spalt in der Darstellung wm--w tber x. Durch nochmalige graphische Integration tiber x vay 
x=0 bis a/2 erhaélt man die DurchfluBvolumina durch den Spalt in der Form Wmx—Q/2, woraul 
sich an Hand der aus dem vorherigen graphischen Rechnungsgang fiir die verschiedenen Spalt) 
weiten bekannten maximalen Geschwindigkeiten wm die DurchfluBvolumina Q in Abhangigke} 
von der Spaltweite a berechnen lassen. 


6. Die Ahnlichkeitsbetrachtung fiir die Spaltstr6mung. Bei der Ahnlichkeitsbetrachtung wir} 
eine Modellausfiihrung mit einer Hauptausfihrung verglichen. Die Unterscheidung der beide: 
Ausfiihrungen modge durch Umklammerung der Formelzeichen der einen Ausfihrung gescheher 
Als Ahnlichkeitskennziffer fiir die Temperaturverteilungen erhalt man 


dp a2 
Se Ss (4) 
VdAn 
wihrend fir die Geschwindigkeitsverteilungen neben §& noch die weitere Ahnlichkeitskennziffe 
; wn <. 
ie dp a (44 
dz 


mafgebend ist. Ahnlichkeit ist aber iberhaupt nur dann erreichbar, wenn die Zahigkeitskurvey 
der stroémenden Medien von Haupt- und Modellausfiihrung so gestaltet sind, da® sich fiir di 
Zahigkeiten der strémenden Flissigkeiten bei den durch den TemperaturmaBstab (#)/3 gekoppelteg 
Temperaturen ein fester ZahigkeitsmaBstab (7)/7 ergibt. Letztere Bedingung wird wohl nur selteg 
exakt erfillbar sein. Am einfachsten gelingt dies bei Verwendung ein und desselben strémendet 
Mediums fiir Haupt- und Modellausfiihrung durch Einhaltung des Temperaturmafstabes (7)/0= 
Man hat dann zur Erreichung der Ahnlichkeit nur noch den Wert dp/dz a? bei Haupt- und Mode! 
ausfiihrung gleich gro8 zu machen. Der Geschwindigkeitsmafstab ist dann ebenfalls gleich Ein 

Bei linear interpolierter Zahigkeitskurve gehen die Ahnlichkeitskennziffern ® und % in § 
und &, iiber, sofern man die Temperaturen in der Skala (Q) (an Stelle 7) miBt. Die zusatzlichey 
Schwierigkeiten beziiglich des Festhaltens des ZahigkeitsmaSstabes verschwinden dann. 

Bei parabolisch interpolierter Zahigkeitskurve stellt sich die zusatzliche Bedingung beziiglicy 
der Form der Zahigkeitskurven wie folgt dar: 


KG K,) (8 K,) | @ 1 | 
Ci GOs mere nas a (4 


Ro Rin ae Ra oe @ 
7 

7. Die Naherungslésung mit linear interpolierter Zahigkeitskurve der strémenden Fliissigkes 
fiir Kapillarrohre. Im folgenden soll nun das Problem der nichtisothermen laminaren Stromur 
einer zihen inkompressiblen Flissigkeit durch ein Kapillarro!| 
behandelt werden. Da die Lésung dieses Problems mit de 
Lésung des in dem bisherigen Teil der vorliegenden Arbeit he 
handelten Problems der Spaltstrémung weitestgehend parall| 
lauft, soll das jetzige Problem nur in den grundlegenden Ziges 
behandelt werden. Auch hier soll die oben gekennzeichnete Str 
mung immer nur kurz als ,»,Rohrstrémung* bezeichnet al 


Ue 
Qn Zz 


D Das zur Behandlung der Rohrstromung im Kapillarrohr fes} 
Rca Pettey ee gelegte Zylinderkoordinatensystem ist in Abb. 7 gezeigt. D) 
a Kapillariohy: z-Achse soll also mit der Rohrachse zusammenfallen. Als Voraus 


setzungen, unter denen die Strémung durch das Kapillarrol/ 
behandelt werden soll, sind zu nennen: 
a) Stationaére Strémung. 
b) Es soll sich um eine rotationssymmetrische, laminare Strémung handeln, so daB also Stre 
mungsgeschwindigkeit, Druck, Temperatur und damit Zahigkeit der strémenden Flissigkeit vob 
Winkel m unabhangig sowie c.=0 und c,=0 ist. | 
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_ ¢) Es soll nur jener Teil der Strémung betrachtet werden, der so weit von der Einlaufstelle in 
las Kapillarrohr entfernt vor sich geht, daB bereits dc:/dz = (0 und 03/dz =0 sind. Durch letztere 
Joraussetzung ist, da die Zahigkeit der stromenden Flissigkeit als nur von deren Temperatur 
bhangig betrachtet werden soll, auch d7/0z=0 im gesamten betrachteten Teil des Strémungs- 
eldes. Es sollen also in dem betrachteten Teil des Strémungsfeldes an allen Stellen z dieselben 
femperatur- und Geschwindigkeitsprofile tiber dem Radius r vorhanden sein. 

z d) An den Rohrwandungen soll die stromende Flissigkeit dauernd dieselbe Temperatur 3, 
aben, die im weiteren immer als Rohrwandungstemperatur bezeichnet werden soll. 

_ Nach obigem ist also lediglich in der z-Richtung eine Druckanderung vorhanden, fir die wieder 
ler totale Differentialquotient dp/dz geschrieben werden soll. Auch hier soll ein positives dp/dz 
ainen Druckabfall in Richtung wachsender z bedeuten. Damit folgt aus der Navier-Stokesschen 


Differentialgleichung (2) 


4 


d ( oo) = es (44) 


dr \"" “dr dz” 
Auch hier kann man aus dieser Gleichung wegen der Voraussetzung c) schlieBen, daB dp/dz im 
zesamten betrachteten Teil des Strémungsfeldes einen von z unabhangigen Wert hat. 
- Durch Integration von (44) nach r erhalt man 

dc: eed op 

Fees ee Pee (#9) 
wobei die Integrationskonstante weggelassen wurde, da offenbar fir r=0 dc./dr=0 werden muB. 
_ Zur Integration von (45) uber r ist nun noch die Kenntnis der Verteilung der Zahigkeit, also 
ler Temperatur der strémenden Flissigkeit iber dem Radius notwendig. Man erhalt das Tempe- 
raturprofil wieder aus der Energiegleichung, die hier unter Benutzung von (45) die folgende Ge- 
stalt annimmt: 


29 1d, 1 sdp\, 

dr | TCT, ch 4n (ere cae 
[nterpoliert man die Zahigkeitskurve der stromenden Fliissigkeit wieder nach (11) linear, so erhalt 
man (46) unter Benutzung der Substitution (14) in der Form 


(46) 


CEG) 1 dO 
: dr? ae dr FOr = 0, (47) 
wobei 
as k, (dp\2 A 
Bay) (48) 


sine Konstante ist. 
Die Lésung dieser Differentialgleichung lautet unter Beachtung der entsprechenden Rand- 
sedingungen 
, Om oni 2s 3 49 
= Om Jo (= Uf ) : (49) 


Dabei ist J die Besselsche Funktion von der Ordnung Null? 
51 (12 (ity? 
di Jolt) = Aol) = 2 (Gr) (z) (50) 


—\y! 


Jie in (49) enthaltene maximale, in Rohrmitte auftretende Temperatur @,, berechnet sich wieder 
vus der Rohrwandungstemperatur 0, durch 


m= (51) 
P 2 
Jo ( 2 7 


\uch hier interessiert ahnlich wie beim Spalt die Funktion Jy nur bis in die Nahe ihrer ersten 
Nullstelle, d-h. bis etwa t=2,4 (vgl. Zahlentafel 3 und Abb. 8). 
__ Beim Vergleich von J, mit der fiir die Temperaturverteilung im Spalt mafgebende Funktion 


diy erkennt man, daB die beiden Funktionen nur wenig voneinander abweichen,. so da sich die 
femperaturprofile im Spalt und im Rohr voneinander nur wenig unterscheiden werden. Allerdings 


a zu beachten, da die jetzt maBgebende Ahbnlichkeitskennzahl 
LP DES Lyd P ay (52) 


Ks re ar aan (er ae 
fen Faktor 1/16 enthalt, wahrend 8, fiir die Spaltstrémung [siehe (24)| den Faktor 1/8 enthielt. 


EEE 
1 Vel. E. Jahnke und F. Emde, a. a. O., S. 194. 
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Zahlentafel 3. 


Me 
th 0,0 | +1,0000 | +0,50000 | +0,25000 | +0,25000 | 
ee 0,1 | 0,9975 | 0,49958 | 0,24990 | 0,24968 
10—< 0,2 0,9900 0,49834 0,24958 0,24876 
0,3 0,9776 0,49626 0,24906 0,24720 
ug 0,4 0,9604 0,49337 0,24834 0,24503 
Cy 0,5 0,9385 0,48968 0,24741 0,24227 
f 0,6 0,9120 0,48520 0,24628 0,23892 
O7 0,7 0,8812 0,47995-| 0,244.96 0,23499 
0,8 0,8463 0,47397 0,24344 0,23053 
96 0,9 0,8075 0,46726 0,24173 0,22553 
1,0 0,7652 0,45987 0,23984 0,22003 
fe 11 | 0,7196 | 0,45182 | 0,23777 | —0,21405 
i 1,2 0,6711 0,44315 0,23553 0.20762 
1 0,6201 0,43390 0,23312 0,20078 
08 1,4 0,5669 0,42411 0,23056 0,19355 
1,5 0,5118 0,41382 022784 0,18598 
Ge 1,6 0,4554 0,40307 0,22498 0,17809 . 
1,7 0,3980 0.3919 0,22198 0,16993 | 
a 1,8 0,3400 0,38039 0,21886 0,16153 | 
t 1,9 0,2818 0,36855 0,21561 0,15294 | 
14 GR TOS GS» GORA GE 2,0 02239 0.35644. 0,21226 0,14418 
Pte 2,1 0,1666 0,34412 0,20881 0,13531 


252 0,1104 0,33162 0,20526 0,12636 | 
2,3 0,0555 0,31900 0,20164 0,11736 | 
2,4 0,0025 0,30631 0,19794 0,10837 
2,9 |—0,0484 0,29360 0,194.18 0,09942 


Abb, 8. Vergleich der Funktionen; Rohr. 


Das bedeutet, da bei gleichem k,, 2, dp/dz und D=a die maximale, in Rohrmitte auftretende 
Ubertemperatur fir die beiden verglichenen Falle kleiner sein wird, als die maximale, in Spalt- 
mitte auftretende Ubertemperatur. Dieses Verhalten erklart sich dadurch, daB die Warmeabfuhrt 


im Rohr rotationssymmetrisch nach allen Seiten hin stattfinden kann. 
Entsprechend wie beim Spalt erhalt man nun die Geschwindigkeitsverteilung im Rohr zu 
ed Buene VP DB AN i 2 re 
ane a olag ibe poset r)|. Og 
wobei wieder 7m=1/k,Om die Zahigkeit der strémenden Flissigkeit in Rohrmitte ist und F,(t) 
die folgende Funktion darstellen soll: % / 
1 \2 1 it\2v | 
Fi) = Dar) 4y+2 ae Se (54)) 
(vgl. Zahlentafel 3 und Abb. 8). 
Das Durchflu8volumen durch das Rohr erhalt man durch die Integration: 
D/2 
On = [ager esdrs (55) 
0 


wobei der Index R bei Q darauf hinweisen soll, daB es sich um die Strémung durch ein Rohr handelt: 


1 dp) D® 2D? VR Dp? : 
OR aa ee File) (GF 
Po(t) = Fi(t)— F(t). (57) 
Die hierin auftretende weitere Funktion F(t) ist definiert durch: 
S17 1 \2 1 it\2» 
F(t) Dalor) (49-2) (22) i) (90) 


(vgl. Zahlentafel 3 und Abb. 8). 


ee 


A ie 


Zahlentafel 4*. 
% Bm =O Cum Qr 
1 ko \ eae eS 7) feu 
Ow [hey Cox Qr, | _ BB, 

0,0 0,000 1,000 1,000 go ou thalhy 
0,1 0,002 1,003 1,003 6078 ! 
0,2 0,010 1,008 1,005 18} 4 it 
0,3 0,023 1,018 1,012 ley a' 
0,4 0,040 1,028 1,020 ne, 1 : 
0,5 0,067 1,045 1,033 oy | 
0,6 0,095 1,063 1,048 j 
0,7 0,135 1,090 1,068 7b» 26 q 
0,8 0,180 1,120 1,090 
0,9 0,239 1,158 1,118 70} 
1,0 |. -0,306 1,202 1,150 
11 0,390 1,258 1,190 Ge ta 
1,2 0,490 1,320 1,238 
1,3 0,611 1,400 1,295 
1,4 0,762 1,495 1,365 
r5 0,952 1,618 1,453 
1,6 1,195 1,770 1,563 
1,7 1,510 1,970 1,708 
1,8 1,940 2,235 1,900 


Abb. 9. Temperaturprofile; Rohr. 


* Die in dieser Zahlentafel angegebenen 
Zahlenwerte haben nur Rechenschieber- 
' genauigkeit. 


Zwecks Veranschaulichung der mit der eben beschriebenen Naherungslésung erhaltenen Er- 
gebnisse sollen die Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile sowie die Durchflu8volumina durch 
das Rohr mit Hilfe der schon eingefihrten Ahnlichkeitskennzahl §, [siehe (52)| entsprechend 
umgeformt werden, wie dies friiher beim Spalt geschehen ist. Die Temperaturprofile erhalt man in 
folgender dimensionsloser Darstellung: 


4r2 
On + = J (D1) : 
1 


Die zur Dimensionslosmachung der Geschwindigkeitsprofile benétigte maximale, in Rohrmitte 
auftretende Geschwindigkeit bei isothermer Strémung ist 


1 dp D? 
Bs = — — —. 0 
Com Nw dz 16 (60) 
Die dimensionslose Darstellung der Geschwindigkeitsprofile ergibt sich damit zu 


a 4 = Gey [lo-(G) Fa(Sr &)). Nie 


Cz x 


wobei ©, und §, die fiir die Geschwindigkeitsverteilung maBgebenden Ahnlichkeitskennziffern sind. 
Das DurchfluBvolumen durch das Rohr bei nichtisothermer Strémung soll wieder mit dem 
DurchfluBvolumen Qp, durch das Rohr bei isothermer Strémung 


1 dp D? xD? . 
le 62 
Or Nw dz 32 A ( ) 


verglichen werden, also 
Qr aay | Fe (D1) ; (63) 
Qry Jo (D1) 
Die graphische Darstellung der Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile sowie der DurchfluB- 
volumina durch das Rohr zeigen Abb. 9 bis 11. Die jetzigen Abbildungen zeigen im wesentlichen 
genau dieselben Besonderheiten, wie sie schon bei Abb. 3 bis 5 fiir die Spaltstrémung besprochen 


wurden. 
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oy 
| es Beim Vergleich der jetzigen Kurven fiir die Rohr- 
ae stromung mit den Kurven fir die Spaltstromung be- 
merkt man, da die Abweichungen von der isothermen 
AO Mie | Strémung bei der Rohrstromung geringer sind als bei 
Fgheine der Spaltstrémung, um so mehr als noch beziiglich 
| der Kennzahlen §, und 8, das bereits Gesagte gilt. 
16 Die Ahnlichkeitsgesetze fiir die Rohrstrémung ent- 
Oe sprechen vollkommen den fir die Spaltstrémung be- 
14 " 
Loew sprochenen | 
12 \~L0 | 
08 
Eas 
Porabel 
08 
O68 
OY 
(A 
4r 
D 
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Abb. 10. Geschwindigkeitsprofile; Rohr. Abb. 11. DurchfluBvolumina; Rohr. 


8. Eine graphische Lésung fiir die Rohrstrémung. Auch fiir die Rohrstrémung ist das im Ab- 
schnitt 5 beschriebene graphische,Verfahren verwendbar. Die zu lésende Differentialgleichung fur 
die Temperaturverteilung hat allerdings jetzt eine etwas andere Form 

d? § Perdca: 1 

qa ae = Lr. (64) 
wobei L die folgende Konstante bedeutet: ie 

1 dp \2 

L=+, (4) . (65) 
Diese Differentialgleichung enthalt gegeniiber der Differentialgleichung (40) fir die Spaltstrémung 
noch ein Glied mit d#/dr. Trotzdem ist der Gang des graphischen Verfahrens derselbe wie im 
Abschnitt 5 beschrieben und in Abb. 6 erlautert. Lediglich tritt jetzt an die Stelle von x der 
Radius r und an die Stelle der Spaltwandungen bei + a/2 die Rohrwandung bei + D/2. Bei der Be- 
rechnung des Naherungswertes —d?//dr? fir den nachstfolgenden Integrationsabschnitt (z. B. 
den Abschnitt D/10 bis 2 D/10) ist auBer dem Wert % auch noch der Wert d®/dr aus den ent- 
sprechenden Kurven der Abb. 6 fiir das Ende des vorhergehenden Integrationsabschnittes (also 
in unserem Beispiel im Punkt »D/10) zu entnehmen. 

Fur die Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils sind jetzt die Werte —de,/dr aus (45) zu be- 
rechnen. Sodann ist einfach tiber r graphisch zu integrieren, wodurch man czm—cz erhalt. 

Fur die graphische Bestimmung des DurchfluBvolumens durch das Rohr sind die Werte 


d (Com 1 7? — 
ee = 2ar (com — €s) 


fir einige Stellen r zu berechnen,.aufzutragen und durch eine glatte Kurve zu verbinden. Durch 
graphische Integration erhalt man dann das gesamte DurchfluBvolumen durch das Rohr in der 
Form, ¢an 7 r?—Qr. 


9. Einige Bemerkungen zu der Arbeit von Philippoff. In der bereits erwahnten Arbeit von 
Philippoff wurde der Versuch unternommen, die hier in Abschnitt 7 und 8 behandelte Stromung 
durch ein Kapillarrohr theoretisch zu verfolgen. Es miiBte daher die von Philippoff fir die Be- 
rechnung der Temperaturprofile in der Kapillarréhre benutzte Gleichung (6) mit der in der vor- 
liegenden Arbeit beniitzten Gleichung (46) tibereinstimmen. Setzt man nun die von Philippoff 
beniitzten Festwerte ein, so erhalt man eine Differentialgleichung, die vollkommen mit Gleichung 
(46) der vorliegenden Arbeit tbereinstimmt, sofern man das zweite Glied in (46) weglassen wirde. 
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Dieses zweite Glied stellt aber gerade den wesentlichen Unterschied zwischen der fiir das Kapillar- 
rohr geltenden Differentialgleichung (46) und der fiir den Spalt geltenden Differentialgleichung (10) 
dar, sofern man von der verschiedenen Bezeichnung der unabhangigen Veranderlichen (r baw. x) 
in diesen beiden Gleichungen absieht. Das bei Philippoff fehlende Glied entspricht der Umfangs- 
anderung von 27r auf 27 (r+dr) bzw. der Radienanderung von r auf r+dr in bezug auf die 
radiale Warmeableitung. Diese Radienanderung wurde also von Philippoff nicht beriicksichtigt!. 


_ Wegen der Ubereinstimmung der Gleichung (6) von Philippoff mit Gleichung (10) der vor- 
‘liegenden Arbeit kénnte man nun annehmen, daf vielleicht die von Philippoff fiir das Kreisrohr 
abgeleiteten Ergebnisse fir den ebenen Spalt verwendbar sind. Dies trifft fiir die Temperatur- 
profile tatsachlich zu, sofern man die in (46) im letzten Glied der linken Seite zusitzlich auf- 
tretende Zahl 4 mit in dp/dz hineinnimmt, also in die Gleichung (6) von Philippoff in 8 das 
Doppelte des tatsachlich vorhandenen Druckgefialles. einsetzt. Dagegen lassen sich die von Philip- 
poff fiir die Geschwindigkeitsprofile abgeleiteten Gleichungen nicht fiir den ebenen Spalt itber- 
nehmen, da sie bei der Beachtung des eben Gesagten Temperaturprofile fiir das doppelte Druck- 
gefalle mit Gleichgewichtsbetrachtungen fir die Schubspannungen und das einfache Druck- 
gefalle (also nicht auch das doppelte Druckgefalle) zusammennehmen. 


_ Zu der von Philippoff im VI. Abschnitt seiner Veréffentlichung wiedergegebenen energeti- 
schen Rechnung ist folgendes zu sagen. 


Die Energiegleichung fiir den betrachteten Strémungsvorgang verlangt wegen der vorausgesetzten 

grofen Entfernung von der Einlaufstelle die Gleichheit der im Inneren der Fliissigkeit erzeugten 
Warmemenge [von Philippoff mit q3 bezeichnet; vgl.seine Gleichungen (39), (40) und (42)} und der 
an die Rohrwandung abgefiihrten Warmemenge [von Philippoff mit q, bezeichnet; vgl. seine 
Gleichungen (37) und (38)]. Betrachtet man nun die Abb. 7 bei Philippoff, so mu man feststellen, 
-daB diese Gleichheit nicht vorhanden ist. Wodurch dies bedingt ist, ist nicht ohne weiteres er- 
ssichtlich; doch ist zu vermuten, da} dies auf das schon besprochene fehlende Glied in der Gleichung 
(6) bei Philippoff zuriickzufihren ist. 
Nimmt man nun an, daf in der Abb. 6 bei Philippoff die Kurven fiir q, und q3, wie eben als 
‘erforderlich erkannt, zusammenfallen, so kommt man zu dem Ergebnis, daB die Giltigkeitsgrenze 
zwischen hydrodynamischer und adiabatischer Theorie nach {@)’=0 riickt, also die hydro- 
dynamische Theorie iberhaupt nicht brauchbar erscheint. Dies erklart sich wieder folgendermafen. 
Die wiedergegebene Lésung des Problems ist entsprechend der von Philippoff gegebenen Ableitung 
sdie asymptotische Lésung fiir groben Abstand von der Einlaufstelle in das Kapillarrohr. Dann tritt 
jaber die Warmemenge gq, [Gleichung (36) bei Philippoff| am Anfang des betrachteten Teiles des 
-Rohres in dieses ein und genau dieselbe Warmemenge q, am Ende des betrachteten Rohrteiles wieder 
saus diesem aus. Fir die asymptotische Lésung gilt also, wie schon weiter oben erwahnt, q.=q3, 
jin welcher Beziehung q, nicht auftreten darf. Die Bedingung q,=4q,+-q. [Gleichung (44) von Philip- 
poff | ist also fir die asymptotische Lésung unzutreffend. 

Fir die gesamte Anlaufstrecke vom Einlauf in das Kapillarrohr bis zum Beginn des Giltig- 
ikeitsbereiches der asymptotischen Lésung mite allerdings gelten q;=q,-+-q.. In der Anlaufstrecke 
ist dies aber auch trotz der Giltigkeit von q,—q, fiir die asymptotische Lésung méglich, weil sich 
in der Anlaufstrecke geringere Ubertemperaturen einstellen werden. Dadurch wird in der Anlauf- 
tstrecke q, kleiner als im asymptotischen Teil (und dazu noch von Ort zu Ort verschieden). Aus dem- 
lselben Grunde wird in der Anlaufstrecke, die tiber den Rohrquerschnitt gemittelte Zahigkeit der 
‘strémenden Flissigkeit gréBer als im asymptotischen Teil, so daf in der Anlaufstrecke q, vor- 
jaussichtlich gréBer wird, als im asymptotischen Teil. Es wird aiso in der Anlaufstrecke q3— 2 
endlich und positiv und muB dann eben gleich q, werden, sofern man, wie oben verlangt, die ge- 
bsamte Anlaufstrecke ins Auge faft. 

_ Zusammenfassend ist zu sagen, da es wohl nicht angeht, hydrodynamische Theorie und 
jenergetische Rechnung nebeneinander auf gleiche Stufe zu stellen. Die energetische Rechnung hat 
Nediglich solange eine Berechtigung als erste Abschatzung des Einflusses der in der Plissigkeit 
jentstehenden Reibungswarme, als eine genaue Theorie, die die Temperaturverteilungen in der 
}stromenden Flussigkeit ergibt, nicht bekannt ist. Die hydrodynamische Theorie hingegen ist we- 
jsentlich weitergehend, da sie eben eine vollstandige Theorie mit ganz eindeutigen Voraussetzungen 
jand Vernachlassigungen ist und nicht bloB eine erste Abschatzung wie die energetische Rechnung. 


} 1 Bs hat den Anschein, daB in der Arbeit von Philippoff bei der Transformation auf Zylinderkoordinaten 
Has Glied (1/r) (09/dr) neben 0?8/dr vergessen wurde, denn das Glied fehlt bereits in der Differential- 
isleichung S. 374 unten sowie in den aus dieser abgeleiteten Gleichungen (1) und (4). 
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10. Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit wurde die laminare Strémung einer zahen) 
inkompressiblen Flissigkeit durch enge Spalte und Kapillarréhren unter Berticksichtigung der hel 
der Strémung in der Flissigkeit durch die Reibung entstehenden Warme behandelt. Es zeigte sict 
dabei, da® sich durch den eben erwahnten Effekt das DurchfluBvolumen durch den Spalt bzw; 
das Kapillarrohr gegeniiber dem nach der bisher meist verwendeten Naherungslosung fir isor 
therme Strémung berechneten wesentlich erhéht. Diese Erhéhungen kénnen bis zu 100% des fia) ] 
die isotherme Strémung berechneten DurchfluBvolumens und mehr betragen. Die bei der nicht; 
isothermen Stroémung auftretenden Geschwindigkeitsprofile weichen dementsprechend von den) 
fir isotherme Strémung berechneten parabolischen Geschwindigkeitsprofilen ab; sie ubersteige 
‘die parabolische Geschwindigkeitsverteilung in der Spalt- bzw. Rohrmitte betrachtlich und werde 
dadurch spitzer und weniger vollig. Die Temperaturprofile im Spalt bzw. im Kapillarrohr ent- f 
sprechen in erster Nanerns Parabeln vierter Ordnung. 
Fur die praktische ere wurde eine gut geeignete analytische Naherungslésung mitt) 
linear interpolierter Zahigkeitskurve der strémenden Flissigkeit angegeben, die mit Hilfe deri 
Besselschen Funktionen durchgefithrt werden konnte. Daneben sind noch je ein graphisches Ver-} 
fahren fiir die Spalt- und fiir die Rohrstrémung angegeben, die es gestatten, die Zahigkeitskurveq, 
der strémenden Flissigkeit genau zu beriicksichtigen, die aber einige praktische Nachteile haben. 
Fir die Spaltstr6mung wurde auBerdem noch zur Abschatzung der Genauigkeit des zuerst ge- 
nannten analytischen Verfahrens eine analytische Naherungslésung mit parabolisch interpoliertermp 
Zahigkeitskurve angegeben. 
Eine Ahnlichkeitsuntersuchung wurde sowohl fir die Spalt- als auch fiir die Rohrstrémungy, 
durchgefiihrt. 


(Eingegangen am 12. Mai 1949.) 
Dr.-Ing. Helmut Hausenblas, Cite Voisin, Bat. A, rue de Faulquiéres Decize (Niévre), Frankreich. 
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Die Verwirklichung vorgegebener Winkelgeschwindigkeitsgesetze 
bei Doppelkurbelgetrieben*. 


Von K. Bach. 


1. Einleitung. Im Maschinenbau treten oft getriebetechnische Probleme auf, die nicht durch 


gewohnliche Zahnradgetriebe, Umlaufgetriebe oder andere gleichformig iibersetzende Getriebe 
gelést werden konnen, z. B. iiberall dort, wo periodisch ungleichférmige Bewegungen erzeugt 


werden sollen’. Die hierbei zu verwirklichenden Bewegungen dienen durchweg der rein mecha- 
nischen Durchfiihrung von Verarbeitungsprozessen, die im Vergleich zu der tibrigen Entwicklung 


_ im allgemeinen Maschinenbau nur zégernd von Hand- auf Maschinenarbeit umgestellt wurden. 


Wesentliche Forderungen, die an diese Getriebe gestellt: werden miissen, sind leichte Herstell- 
barkeit, leichte Einstellbarkeit zum Zwecke des Zusammenbaus und der Justierung, Vermeidung 
zu hoher Massenkrafte, ruhiger, stoBfreier und gerauscharmer Gang, Bevorzugung niederer Ele- 
mentenpaare (Gelenke) sowie schneller und billiger Ersatz. Obwohl Kurventriebe bei sehr ver- 
wickelten Bewegungsgesetzen sich nicht immer ganz vermeiden lassen, sollte man doch Gelenk- 
getrieben wegen der besseren Erfillung der gestellten Forderungen, wenn irgend mdglich, den 
Vorzug geben. Im Gegensatz zu unrunden Zahnradern, deren Herstellung schwierig und teuer ist, 
besitzen Gelenkgetriebe denkbar einfache und billige Elemente. Um unrunde Zahnrader durch 
Gelenkgetriebe zu ersetzen, ist es nur notwendig, das durch die Zahnrader vermittelte Bewegungs- 
gesetz zu kennen, um, unabhangig von deren Abmessungen, mit Hilfe einer vorgeschlagenen Me- 
thode die Abmessungen eines Gelenkgetriebes zu finden, das dieses Bewegungsgesetz moglichst 
genau erfillt. Der heutige Stand der Getriebelehre bietet jetzt schon bewahrte und einfache Me- 
thoden zur einwandfreien Konstruktion von Gelenkgetrieben, die gewissen, ganz bestimmten 
Bewegungsforderungen geniigen?. 


So sind z. B. einfache und exakte Methoden zur Ermittlung der Gliedlangen bekannt, um be- 
stimmte vorgegebene Schwingwinkel und Stillstandszeiten zu erzielen, oder auch um vorgegebene 
Bahnkurven zu erzeugen. Nicht dagegen war es bisher méglich, vorgegebene Geschwindigkeits- 
gesetze systematisch durch geeignete Getriebegestaltung zu verwirklichen. 


Dies hat sich die vorliegende Arbeit zum Ziel gesetzt, und zwar fiir den Fall von Gelenkgetrieben, 
bei denen die Antriebswelle gleichformig umlauft, wahrend fiir die Abtriebswelle durch geeignete 
Bestimmung der Gliedlangen ein vorgegebenes Geschwindigkeitsgesetz naherungsweise verwirk- 
licht wird. 


2. Das ebene Gelenkviereck. Die einfachste Art einer solchen Bewegungsiibertragung bietet 

das ebene Gelenkviereck nach Abb. | bei dem das feststehende Glied d, der ,,Steg**, meist durch 
einen Teil des Maschinengestells dargestellt wird. 

Nach dem Satz von Grashof* kann ein Gelenkviereck nur dann 
eine Doppelkurbel (oder eine Bogenschubkurbel) sein, wenn die 
Summe aus der kleinsten und der gréBten Gliedlange kleiner ist 
als die Summe aus den beiden anderen Gliedlangen; und zwar ent- 
steht (vgl. Abb. 2) eine Doppelkurbel nur durch Feststellung des 
kirzesten Glieds (D) der Viergclenkkette, wahrend durch Fest- 
stellung eines der (D) benachbarten Glieder (C) bzw. (A) eine 
Bogenschubkurbel bzw. eine umgekehrte Bogenschubkurbel und 
durch Feststellung des dem kleinsten Glied gegentberliegen- 
den Gliedes (B) eine Doppelschwinge mit umlaufender Koppel 
Abb. 1. Das Gelenkviereck. entsteht. 


* Auszug aus der Karlsruher Dissertation des Verfassers. Diese Untersuchungen sind durch Herrn Prof. 
O. Kramer angeregt worden. . 

1 H. Alt, Z. VDI. 81 (1937), S. 1111; H. Alt, Z.VDI.75 (1931), S. 245; W. Lichtenheldt, Z. VDI. 75 (1931), 
S. 905; H. Alt, Z. VDI. 77 (1933), S. 409. 

2 Wankel, Zur Synthese des Gelenkvierecks, Diss. Dresden 1925; K. Rauh, Z. VDI. 76 (1932), 5S. 87; 
H. Alt, Z. VDI. 76 (1932), S. 533; K. Rauh, Praktische Getriebelehre. Berlin 1939. 

3 Th. Péschl, Einfithrung in die ebene Getriebelehre. Berlin 1932. 


168 Bach: Die Verwirklichung vorgegebener Winkelgeschwindigkeitsgesetze. His Ingenieur-Archiv | 
ito aR PSD eae Weak Ge fe waar w= MNeet = ol iC aa peas ice NA ne keke eee Rae a SP Se 


In Abb. 2 sind die gegenseitigen relativen Be- 
[Soppelschwinge wegungsmoglichkeiten der Glieder einer Viergelenk- | 
Z : kette angegeben (in den Kreisen um die Gelenkpunkte), — 
die durch Feststellung eines ihrer Glieder (Pfeile!) zu 
einem der angegebenen Getriebe wird. Der Antrieb sei 
jeweils am linken Ende des Steges, der Abtrieb am 
rechten. Das festgehaltene Glied wird in der weiteren 
Betrachtung des Getriebes als Steg d bezeichnet, die 
benachbarten Glieder als Kurbeln oder Schwingen a 


umgekehrre A 


Bogenschub- 


kurbe/ _ogenschubhurbel 


C 


o> 
& 
8 
S 
: 
— 


(um) D (um) und c, und das dem festgehaltenen gegeniiberliegende 
(Aleinstes) als Kurbel b. Ihre Bezeichnungen seien zugleich die 
Doppelkurbe! MaBe ihrer absoluten Langen. ZweckmaBig bezieht man ~ 


FUtar ate Mone Rie eat bie et diese noch auf die Steglange, so dafs diese selbst =1 
cnirbas aie Saleoias arene eo Sr wird, und die tibrigen Gliedlangen sich schreiben 


a b C. 


Durch Anwendung der Grashofschen Ungleichungen auf alle méglichen Variationen zwischen kir- 
zestem und langstem Glied lassen sich in einem ebenen Koordinatensystem durch Geraden r=f(s) 
mit q als Parameter Bereiche abgrenzen, deren Punkte die Gliedabmessungen bestimmter Gelenk- 
vierecke angeben. 

Zum Zeichnen dieser Diagramme (Abb. 3) ergibt sich die einfache Regel: Man errichte im Ab- 
stand q sowohl auf der r- als auch der s-Achse ein Lot von der Lange 1 und erhalt die Punkte G 
bzw. P. Punkt G erfillt die Gliedlangenbedingungen fir die gleichschenklige Doppelkurbel (q> 1) 
bzw. die gleichschenklige Bogenschubkurbel (q¢<1), Punkt P die fiir die Parallel- und Antiparallel- 
kurbel. Zieht man durch diese ausgezeichneten Punkte Geraden unter 45° und 135° und ebenso 
durch ihre Achsenschnittpunkte, dann erhalt man Bereiche, deren Punkte die Gliedabmessungen 
der in Abb. 3 angegebenen Getriebe bestimmen. 


Abb, 3. Diagramme zur Ermittlung der Gliedlangen fiir bestimmte Bewegungsbedingungen. 


Die auBeren Grenzen stellen starre Lagen dar, innere Grenzen Deck- und Strecklagen, die kein 


eindeutiges Bewegungsverhalten mehr zulassen. Fir unsere weiteren Betrachtungen interessiert 
nur der mittlere unendliche Bereich, der Hauptbereich der Diagramme, mit q>1: die Doppel- 
kurbel (Abb. 3 links). 


3. Analytische Formulierung der Bewegungsgesetze. Bei der kinematischen Erfassung von 
Getrieben ist sowohl eine rein rechnerische als auch eine bewegungs-geometrische Beevchennee 
weise méglich. Bei Gelenkgetrieben werden insbesondere geometrische Methoden bevorzugt. Diels 
Tatsache findet ihren Grund in den oft verwickelten Zusammenhangen einer groBen Zahl von 
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f Veranderlichen, die sich als Gliedlangen und besonders ausgezeichnete Getriebezustande, wie 


selbstsperrende und umkehrkritische Deck- oder Strecklagen darstellen und die sich in geometri- 
schen Konstruktionen leicht und tibersichtlich ermitteln lassen. Demgegeniiber bietet die analyti- 
sche Betrachtung zwar geringere Anschaulichkeit, aber gréBere Genauigkeit. 


Die Bewegungsgesetze einfacher und zusammengesetzter Gelenkgetriebe, die sich aus der Vier- 
gelenkkette ableiten lassen, wurden ermittelt und sind in Abb. 4 iibersichtlich zusammengestellt. 
‘Kurbelschleifen lassen sich aus Gelenkvierecken durch Ersatz von Drehpaaren durch Schiebepaare 
entwickeln. Durch Hintereinanderschalten von Kurbelschleifen ergeben sich auf einfache Weise 
neue Bewegungsgesetze. Die ermittelten Formeln gestatten eine exakte Darstellung des Verhalt- 
nisses der periodisch ungleichformigen Abtriebswinkelgeschwindigkeit zu der als gleichformig 
vorausgesetzten Antriebs-Winkelgeschwindigkeit (vgl. Tab. 1 und 2, Abb. 4 und 5) 


. 


Tabelle 1. Bewegungsgesetze einfacher Gelenkgetriebe. 


P= +1—2q 00s pp 
v =| s? — sin? pp 


Erklarungen (s. a. Abb. 4): P) = Antrieb q=a/d, =r = bid 
Qy = Abtrieb She pane a =e) 


: | B ( ON) ( oe) 
Lid. Nr. Bezeichnung ewegungsgesetz ae ta ait baa 
bo@g eg Tova sin yp ; "24 q 
1 Doppelkurbel Sere gq — cos pp + ae ca eal 
(PF—s4 f2e 1 Fiir Decklagen 
Ta Shae) (r+s=q+]): 
qe Va 
qt+1 
SR 3 aes ae ee 
2 Antiparallelkurbel Seip ache sour ai 
2 og  g—qceosyp _ 1 q q 
3 Zentr. Kurbelschleife Py fi = ih eee Ye veut 
q—cos pp 
dia Seis Baar seem stad q q 
4 Exzentr. Kurbelschleife here - E cos pp(+) VGjp2at eel pai 
Fir Strecklagen 
Abwinkelung im Drehsinn |) (t=q—)): 
Abwinkelung entgegen Drehsinn |/_ Weis i 
ae q— 
b) Umgek. zentr. Kurbel- OQ _4 fi COs Yp s+l1 s—1 
schleife Op v s 5 
6 Umegek. exzentr. wg v + cos pp s+1 eel 
Kurbelschleife Op | ie sin yp s s 
ee V (v + cos pp)?/@—1. ie Nchoane 
t=s—l): 
Abwinkelung im Drehsinn | oaths: 
ar . ee eo 
Abwinkelung entgegen Drehsinn | ~ $ 


4, Die harmonische Analyse. Durch die harmonische Analyse der vorliegenden Kurven* erhalt 
man Fourier-Koeffizienten, die regulare Funktionen der Gliedlangen sind. Durch Vergleich der 
Fourier-Koeffizienten eines vorgegebenen Geschwindigkeitsgesetzes mit denen des Bewegungs- 
gesetzes eines Gelenkgetriebes lassen sich die erforderlichen Gliedlangenverhaltnisse desjenigen 
Gelenkgetriebes bestimmen, das dem gewiinschten Bewegungsverhalten am nachsten kommt. 


1 Die Analyse wurde mit dem harmonischen Analysator nach Mader-Ott durchgefiihrt. 
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Abb. 4. Graphische Darstellung der Bewegungsgesetze einfacher Gelenkgetriebe (s. a. Tab. 1). 
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Abb, 4 (Fortsetzung). 
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Tabelle 2. Bewegungsgesetze zusammengesetzter Gelenkgetriebe. 


Erklarungen (s. a. Abb. 5): P)= Antrieb 
Qy) = Abtrieb 


Ry = Zwischenlager 


q = 4/d,, 
qo = 4,/dy, 


8, = ¢/d, 


S_ = C,/dy 


fV =a"? +1—2q, cos pp 


hee Vs — sin? yp 


at Bewegungsgesetz (2) (2) 
hg. eguness Op Pp p=, e=0° Op P p=180°, c= 0" 
7 1 cos @p 
Oo ¥ OFT Me (at) (a 
op l i $;/q2— 0s €/2-+-v, cos (pp+e)+ 1 cos (2 pp+é) Ss; \q+l1 s; \q—1 

A $1 Gg— cos €/2+v, cos (yp+e)+ ¥% cos (2 pp+e) 
8 o 4h 91 — 08 YP 1 q1 2 
op fe qa. Fi/4¥2—cos +4, €08 (pp+eé) | (au—))@+)) (a+1)(q2—1) 
B Fi qg2—08 e+, cos (pp+é) 
wo =(1+ — 1 v, cos (yp+e) + 4 [cos (2 pp+¢) — cos €] | (s;+1) (s.—1) (s;—1) (s.+1) 
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Abb. 5. Graphische Darstellung der Bewegungsgesetze zusammengesetzter Gelenkgetriebe fiir e=0? 


(s. a. Tab. 2). 
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Abb. 5 (Fortsetzung). 
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_, Das MaB der Ubereinstimmung beider Bewegungsgesetze ist begrenzt durch die Tatsache, 
dafs bei zwei veranderlichen Gliedlangen nur zwei Fourier-Koeffizienten zur vollkommenen Deckung 
gebracht werden kénnen 
und die weiteren nicht 
mehr frei wahlbar sind. 
Unabhangig hiervon kann 
in jedem Fall die nicht- 
schwingende Komponente 
A, als Integral-Mittelwert 
zur Deckung _ gebracht 
werden. Zur Bestimmung 
der Gliedlangen werden 
in einem Beispiel, dem 
des gleichformigen Hin- 
und Hergangs beieinemGe- 
radschubkurbeltrieb, die 
Koeffizienten A, und A, 
als die gréBten benutzt. 
Die Ubereinstimmung der 
-Koeffizienten héherer Ord- 
ine laBt ohne weiteres 
_ keine maBstablichen Riick- 
schliisse auf die Genauig- 
keit der Verwirklichung 
des vorgegebenen Ge- 
is nalighartapeboties zu. 


VS 


LX 
V 
OX 


4 


As < : Abb. 6. Die Fourier-Koeffizienten A, und A, des kombinierten Gelenkgetriebes K B 
Es mussen hierzu in und ihr Zusammenhang mit den Gliedlangenverhaltnissen q, und q,. 
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Abb. 7. Die Fourier-Koeffizienten A, bis A, des kombinierten Gelenkgetriebes K B und ihr Zusammenhang 
; mit den Gliedlangenverhiltnissen q, und q,. 


jedem einzelnen Fall die Differenzen der Funktionswerte tiber eine Periode errechnet werden. 
Man kann das vorgegebene Bewegungsgesetz g(yp) an den Stellen, an denen die exakte Ver- 
wirklichung weniger wichtig erscheint, der Getriebecharakteristik f(yp) anpassen und so eine 
noch genauere Ubereinstimmung durch Wiederholung der harmonischen Analyse und die Be- 
stimmung neuer Gliedlangenverhaltnisse erreichen. 


Bei der Begrenzung der Anzahl der Fourier-Koeffizienten, d. h. bei der Feststellung der héchsten 
Ordnung der trigonometrischen Reihe, nach der diese abgebrochen wird, wie dies an dem kom- 
binierten Getriebe KB als Beispiel gezeigt wird, sind zwei Gesichtspunkte von Bedeutung, die 
sich im wesentlichen decken. Einmal muBte beriicksichtigt werden, da® Fourierbeiwerte, deren 


v 
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GréBe in die Nahe der Fehlertoleranz des verwendeten Instrumentes fallen (-- 0,006 cm), keine 
praktische Bedeutung mehr hesitzen, zum andern, da die Restglieder der Reihe einer gewissen 
Konvergenzbedingung geniigen. In engem Zusammenhang damit muten auch die Variations- 
bereiche der Gliedlangen bzw. ihrer Ersatzgré®en eingegrenzt werden. Dabei zeigt sich, da in 
gewissen Variationsbereichen der Gliedlangen sehr wohl noch relativ groBe Fourier-Koeffizienten 
hoherer Ordnung vorhanden sein kénnen, wahrend diese in einem stetig sich anschlieBenden Gebiet 
verschwinden. Wesentlich ist die Tatsache, daB die Werte hoherer Fourier-Koeffizienten sich in dem 
betrachteten Variationsbereich stetig dem Werte Null nahern oder doch wenigstens in seiner Nahe 
bleiben. Dies gilt in dem Variationsbereich von q,> 2 oder q,>2 genauer als bei kleineren Werten 
fiir g, und q. Es ist ferner zu erwarten, da die far q,=4 oder qg=4 beobachtete Konvergenz der 
Koeffizienten gegen 0 in dem sich anschlieBenden, nicht mehr untersuchten Variationsbereich 
q>4 oder qo> 4 erhalten bleibt, wobei die absoluten Werte der Koeffizienten mit gréBer werden- 
dem q, oder q, abnehmen, héhere Koeffizienten also immer mehr gegen 0 gehen. 


Von mabgebender Bedeutung bleiben in allen Bereichen die Fourier-Koeffizienten A, und A,, 
deren absolute Summe in den untersuchten Fallen grofer ist als die Summe irgend zweier Koeffi- 
zienten hoherer Ordnung. 


Bei Beriicksichtigung dieser Uberlegungen und auf Grund der Einsicht, daB bei der vorhandenen 
Vielfalt der Veranderlichen eine eindeutige mathematische Konvergenzbedingung nicht gegeben 
werden kann, wird die Konvergenz der Restglieder in unserem Fall als gesichert angesehen, wenn 
man die Fourierreihe nach der sechsten Ordnung abbricht. In Abb. 6 sind daher die Gliedlangen q, 
und q, als zwei sich durchdringende Kurvenscharen in Abhangigkeit von A, und A, dargestellt. 
Abb. 7 enthalt die Koeffizienten A, bis A, jeweils als Funktion der im A, A,-Diagramm festgelegten 
Gliedlangen q, und q,. Mit Hilfe dieser Diagramme lassen sich die Differenzen der Koeffizienten 
zwischen g(q@p).und f(gp) bestimmen. 


Hat ein zu verwirklichendes Bewegungsgesetz nach tiberschlaglichem Vergleich Ahnlichkeit— 
mit der Getriebecharakteristik der Kurbelschleife, dann zeichnet man dieses Bewegungsgesetz 
zunachst wieder so um, daf der Integralmittelwert und damit A, gleich 1 wird. Nach der har- 
monischen Analyse der ersten Ordnung kann man den Koeffizienten A, schon jetzt zur Deckung 
mit der Getriebecharakteristik bringen und erkennt, ob weitere Koeffizienten noch relativ gro} 
sind. Ist dies der Fall, dann kann man nach deren Ermittlung auch diese Werte in das Diagramm 
in Abb. 8 eintragen. Ihre Abszissen schlieBen ein Variationsintervall von q ein, innerhalb dessen 
ein Getriebe liegt, das die gestellte Forderung am genauesten verwirklicht. Dieses wird um so 
naher an der durch A, gegebenen Grenzen liegen, je gréBer A, im Vergleich zu den tbrigen Koeffi- 
zienten ist. ; 


ra 


Erst ein rechnerischer oder graphischer 
Vergleich der gestellten Forderung mit der 
Getriebecharakteristik des geschatzten Ge- 
triebes, das innerhalb des durch mab- 
gebende Koeffizienten gegebenen  Inter- 
valls liegt, gibt AufschluB tber die maf- 


stabliche Genauigkeit der Ubereinstimmung. 


5. Die Erzeugung gleichférmigen Hin- 
und Herganges als Beispiel. Wahrend die 
Ableitung einer geradlinigen hin und her 
gehenden Bewegung von einer gleichférmi- 


gen Drehung z. By mittels eines Gerade- ar i245 tar TRE rT aE 
schubkurbeltriebes keine Schwierigkeiten sy 

macht, sobald der sinusformige Charakter Abb. 8. Fourier-Koeffizienten der rotierenden Kurbelschleife in Abhangigkeit 
dieser abgeleiteten Bewegung erwiinscht vom Gliedlangenverhaltnis q>1. 


ist oder zum mindesten nicht stérend 
wirkt, erfordert die Umformung in einen gleichférmigen Hin- und Hergang besondere Mafinahmen. 


 Gleichformiger Hin- und Hergang kann erzeugt werden durch Kurventriebe, Zahnradtriebe 
mit kreisrunden Radern, Spindel- oder Schraubentriebe, Zahntriebe mit unrunden Radern, Ge- 
lenkgetriebe (Koppeltriebe, Kurbelschleifen). 

Kurventriebe konnen geforderte Bewegungsgesetze mathematisch genau erfiillen. Das hier zu 
behandelnde Bewegungsgesetz wird durch die archimedische Spirale verwirklicht. Werden zwei 
| 13* 


spiegelbildliche Aste zusammengesetzt, dann erhalt man die be 


( 

theoret. Forderung 9(Gp) kannte Herzkurve!. Diese Getriebe besitzen unginstige me 
=4 verhaltnisse, da sich das urspriingliche Bewegungsgesetz dure} 
natirliche Abnutzung allmahlich verandert. | 

Bei Mangeltrieben, Schnellpressen und ahnlichen Maschinep 


Gefriebe KB f(g) 


werden Getriebe verwendet, deren Elemente Zahnrad und Zahn 
stange sind. Bei der Bewegungsumkehr treten meist ur 
erwinschte StéBe auf. 

Spindel- oder Schraubentriebe werden benutzt, wenn lang 
same Vorschibe eingestellt werden miissen. Sie weisen als be 
sonderen Nachteil ungiinstige Reibungsverhaltnisse auf. 7 

Zahnradtriebe mit unrunden Randern vermeiden durch di 
Eigenart ihrer Konstruktionselemente die Nachteile der andere» 
Getriebe, wie Veranderung des Bewegungsgesetzes, mangelnd! 


9% 60 720 780° StoBfreiheit und schlechte Reibungsverhaltnisse. Andererseit 
hi ame 47) bieten sie erhebliche Schwierigkeiten in Konstruktion un 
lt Es liegt daher nahe, ein Gelenkgetriebe (zusammengesetzt 
Ls Getriebe KB) zu benutzen, wobei die vorgeschlagene Method 
205 a a ape zur Bestimmung der Gliedlangen benutzt wird. Nach d : 
—- 9, mathematischen Formulierung der theoretischen Forderung g(g, 
geht man mit den erhaltenen Fourier-Koeffizienten A, und 
aan ern wae ee in das Diagramm Abb. 6 und erhalt die Gliedlangen q,=1,8€ 
Clee MRC IGT q2= 1,36 eines Getriebes KB mit dem Bewegungsverhalten f (Gp) 
schen Forderung g(7,) beim Beispiel In acht Punkten einer Periode herrscht volle Ubereinsti 


des gleichférmigen Hin- und Herganges. mung beider Kurven. Die Abweichungen in der Nahe der Umkehz 
stellen haben keine praktische Bedeutung, da dort die theoretisch: 


\“ \2/4%e/ jp 


KA 


Abb. 10. Konstruktive Vorschlige fiir zusammengesetzte Gelenkgetriebe (schematisch). 


Forderung willkirlich angegeben ist. Durch Anpassung der geforderten Kurve an die Getrieb 
charakteristik in den Umkehrbereichen und Erhaltung des Integralmittelwertes gleich 1 und noch 
malige harmonische Analyse laBt sich nach dieser Methode die Ubereinstimmung noch verbessernm 
Die Abweichung im mittleren Teil der Kurven von p= 45° bis 130° bleibt kleiner als 6,2% (vel 
Abb. 9). Dies entspricht einer Hubstrecke von etwa 53%. | 
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geniigend hoch zu setzen, damit die einzelnen Glieder frei durchschlagen kénnen. Am Zwischen- 
glied kann man in den meisten Fallen An- und Abtrieb nicht auf der gleichen Seite angreifen 
lassen. Die Lagerung des Zwischengliedes muB daher so vorgenommen werden, wie es in Abb. 10 


‘gezeigt ist. Das Zwischenglied ist der Lange nach in zwei parallellaufende Stiicke geteilt, die durch 
die Achse R, starr miteinander 


verbunden sind. Diese Methode 
1aBt sich bei allen vier kombinier- 
ten Getrieben anwenden. Fiir das 
-Getriebe KC kann man die Bilder 
des Getriebes KB tbernehmen, 
‘wenn man die Indizes und die 
Richtung der Bewegungsiiber- 
‘tragung vertauscht. 
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Abb. 11. .Das zusammengesetzte Abb. 12. Seilfiihrungstrieb; Hintereinanderschaltung yon Geradschubkurbeltrieb 
Gelenkgetriebe KD. und kombiniertem Getriebe K B. 
(Kulissen im SeitenriB langs geschnitten.) 


Bringt man die Lager in Deckeln an, dann vermeidet man hohe Lagerbécke und erhéht durch 

eine solche Abstiitzung am ganzen Umfang die Festigkeit der Lager. Dariiber hinaus dienen diese 
Lagerdeckel als Gehause zur Kapselung des Getriebes. Diese Deckel tragen Ringflansche zur Be- 
festigung des Getriebes an anderen Maschinenteilen. Fir das Getriebe KD sind in Abb. 11 noch 
zwei Moglichkeiten gezeigt, falls An- und Abtrieb auf der gleichen Seite erfolgen sollen. Bei Abb. lla 
ist durch die Bewegungsiibertragung mittels Zahnrader zugleich die Méglichkeit gegeben, eine 
erwinschte Untersetzung ohne zusatzliches Vorschaltgetriebe zu verwirklichen. 
__ Eine andere Méglichkeit der Lagerung des Zwischengliedes ist beispielsweise in Abb, 12 fiir das 
kombinierte Getriebe KB als Seilfithrungstrieb gezcigt. An die Stelle der Zapfenlagerung des 
Zwischengliedes, die zu Verdrillungen und Drehschwingungen AnlaB geben kénnte, tritt eine 
Lagerung am Umfang des zu einer Scheibe erweiterten Zwischengliedes. Drei Punkte, am Umfang 
der Scheibe, mit Rollen versehen, gewahrleisten einmal einen zentrischen Lauf und verhindern 
zum anderen allzu hohen Reibungswiderstand. Dieses Getriebe dient in Verbindung mit einem 
Geradschubkurbeltrieb als Seilftihrungstrieb und verwirklicht annahernd die Forderung nach 
einer gleichformig hin und her gehenden Bewegung des Seilfiihrungssupportes. 


7. Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit wird eine Methode beschrieben, die es ge- 
stattet, mit Hilfe von speziellen Gelenkgetrieben bestimmte vorgegebene Geschwindigkeitsgesetze 
zu verwirklichen. Der unmittelbare Anlaf zu dieser Untersuchung war der Wunsch, Kurven- 
getriebe und unrunde Zahnrader, die im allgemeinen zur Erzeugung bestimmter Bewegungsgesetze 
verwendet werden, durch die konstruktiv und betriebstechnisch giinstigeren Gelenkgetriebe zu er- 
setzen. Als besonders geeignet fiir diesen Zweck erwies sich die Hintereimanderschaltung zweier 
ebener, umlaufender Kurbelschleifen. Durch Vergleich der Fourier-Koeffizienten eines vorgegebenen 
Geschwindigkeitsgesetzes mit denen des Bewegungsgesetzes eines Gelenkgetriebes lassen sich die 
erforderlichen Gliedlangenverhaltnisse bestimmen. 


(Eingegangen am 13. Mai 1949.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. Kurt Bach, (22a) Diisseldorf, SuitbertusstraSe (Firma Rheinkalte Maschinenfabrik). 
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Ein Beitrag zur Loveschen Verschiebungsfunktion“. 
Von H. Jung. 


1. Einleitung. Wie Love! gezeigt hat, lassen sich die Spannungen und Dehnungen bei eine 
rotationssymmetrisch gestalteten und rotationssymmetrisch belasteten Kérper aus Bipotential-; 


funktionen @ herleiten (4 A®=0). In zahlreichen Arbeiten sind seitdem Einzelfalle dieses Problemsa 


der Elastizitat behandelt worden. Insbesondere ist Marguerre? in der Weise vorgegangen, da er 
partikulare Integrale der Bipotentialgleichung bentitzt, die einen Parameter enthalten, und zur) 


Anpassung an die vorgeschriebene Belastung noch mit einer geeigneten Parameterfunktion multi-. | 
pliziert. Dieser fruchtbare Gedanke wird im folgenden dadurch weitergefiihrt, daB die mit will-4 


kirlichen Funktionen des Parameters multiplizierten Integrale in geeigneter Weise aufsummiert| 
und dann iiber den Parameter integriert werden. So gelingt es, eine Reihe bisher nicht erledigter 
technischer Probleme erstmals zu lésen oder schon bekannte Lésungen zu vereinfachen und zut 
erweitern. 


Im folgenden werden zuerst noch einmal die bekannten Formeln fiir die Lovesche Verschiebungs- 
funktion zusammengestellt (Ziff. 2). Dann wird die allgemeine Lésung fiir den elastischen Halb-| 
raum bei beliebiger vorgeschriebener rotationssymmetrischer Normalbelastung oder Normalver- ; 
schiebung der Oberflache angegeben (Ziff. 3 und 4), ferner fiir die im Unendlichen gestiitzte be- 
liebig belastete Platte (Ziff. 5) und die far den unendlich langen Kreiszylinder mit Radialbelastung ; 
(Ziff. 6). Es folgt der Zylinder mit beliebig vorgeschriebener Normalverschiebung der Stirnflache 
(Ziff. 7), das Hertzsche Problem der starren Kugel auf dem elastischen Halbraum, ebenfalls in | 
neuer Fassung (Ziff. 8), und schlieBlich die unendlich ausgedehnte Platte unter einem Gleich- 
gewichtssystem auf ihrer einen Oberflache (Ziff. 9). 


2. Die Lovesche Verschiebungsfunktion. Im folgenden ist o, die Normalspannung in radialer | 
Richtung, o, die Ringspannung, o, die Normalspannung in der z-Richtung, t die Tangential- | 
spannung in der r- und z-Richtung, u die Verschiebung in der r-Richtung, w die Verschiebung in 


der z-Richtung. Ist ein rotationssymmetrischer Verschiebungszustand vorgegeben, so lassen sich | 


die Verschiebungen und Spannungen aus einer von Love angegebenen Funktion ® ableiten’. Die 
Funktion @ ist ein partikulares Integral der Differentialgleichung 


| 
| 
| 


| 


AA®=0,. (1) 
wobei ; 
a0 Lard 3? 
sore See TE (la) 
sei. Damit werden die Verschiebungen und Spannungen 
rues m e@ 
Fe m2 drs? 
Wh m—l m 027 @D 
w= 2 3 Ad— SNe TTS 
ae PEE Ge 32D 
Oo; = POD) ar (Aon oe) 
2G Fs 53 m I® (2) 
ep esac ee ae (4 Pe 7)? 
_ 2(2m—1) F) m e@D 
Os pao C>-(4o— PA DEA | ae 


r= =O 6 (4o-—™_ “9 ) 


m= iz? f° 


* Auszug aus der Stuttgarter Dissertation des Verfassers (1948; Berichter: Prof. Grammel; Mitberichter: 
Prof. Baier). 


? E. H. Love, Lehrbuch der Elastizitat (deutsch v. A. Timpe), S. 317. Leipzig 1907. 
? K. Marguerre, Ing.-Arch. 4 (1933), S. 332. a nee 
3S. z. B. C. B. Biezeno und R. Grammel, Technische Dynamik, S. 35 ff. und S. 107 ff. Berlin 1939. 
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Mit den fiir unsere Zwecke brauchbaren partikularen Integralen! der Differentialgleichung (1) 


: ®, = et** Jo(Ar), D, = zet** J, (Ar), @, = ret4* J; (Ar) (3) 
laBt sich eine Lésung in der Form aufbauen 


n=k & 


p= > fA0(a) ®,(Ar, 2) dA, (4) 
mane 2.0) 


worin die A,(A) noch offene Funktionen des Parameters 4 sind. Die Integration tiber den ganzen 
Bereich des Parameters / ist der entscheidende Gedanke dieser Methode. Die Funktionen @; sind 
im einzelnen Fall so auszuwahlen, daB die Randbedingungen méglichst einfach befriedigt werden 
kénnen. 


_ 3. Die Spannungen und Verschiebungen des elastischen Halbraums bei vorgegebener rotations- 
symmetrischer Normalbelastung. Der elastische isotrope Halbraum werde in seiner Oberflache 
z=0 durch einen beliebigen rotationssymmetrischen 

Normaldruck belastet (Abb. 1). Fir diesen Belastungs- G; =p (7) 

fall hat schon C. Weber? eine Lésung angegeben. Er 
berechnet die Spannungsfunktion fiir den rotations- 
symmetrischen Belastungsfall aus der ebenen Span- 
nungsfunktion und erhalt durch Rotation der Be- 
lastungsfunktion p(r) um ihre Symmetrieachse und 
Integration tiber die gesamte Belastung der Oberflache 
z=0 die Spannungsfunktion fiir den rotationssymmetri- 
schen Belastungsfall. Es soll nun gezeigt werden, wie 
sich die Verschiebungsfunktion fiir diesen Belastungs- Abb. 1, Halbraum mit Normalbelastung. 
fall einfacher ermitteln laBt. 


Entsprechend (4) wird die Verschiebungsfunktion fiir den elastischen Halbraum angesetzt in 
der Form 


= [[4@+280)] e-*# Jo(Ar) dd. (5) 


Geht man mit (5) in (2) ein, so erhalt man die Verschiebungen und Spannungen 


ieee ae [Alaa +2B@]—Ba}re# Tan aa, 

eo J {4en—1) Ba) + m [2 (AG) + = B00) —2B0A)] | Ae-* Jy) A, 

ey J on—2) 22 Ba) + mi2 [A (A) +2 B(2)]] Iola A, : 
3 

ae J (-272B Ua) + mie [A(2) +2 BQ)]} I) ad. 


Die Randbedingungen fir diesen Belastungsfall sind 
t=A fur. z= 0, (7) 
Oz = p(r) fur)2z=05 (8) 


Hierbei ist p(r) die durch den Normaldruck hervorgerufene Spannung in der 2-Richtung. Die 
Funktionen A(A) und B(A) sind so zu bestimmen, daB die Randbedingungen (7) und (8) befriedigt 
werden. Die Randbedingung (7) laBt sich durch 

2 


A(A) = —> B(A): (9) 
erfillen. 


~ 1 Die Besselfunktionen erster Art kénnen jeweils durch die Besselfunktionen zweiter Art ersetzt werden. 
2 C. Weber, Z. angew. Math. Mech. 20 (1940), S. 117. 


pie [ 222BQ) e-* Ian da. 
0 


Die Randbedingung (8) fiihrt auf die SCRE SB CLEMO zur Bestimmung der uer B (A) 
sees a [Bua 22 Jo(Ar) dd. (11) 


Die Lésung dieser Integralgleichung cae durch die Hankeltransformation! geleistet werden. 
Es ist 


© co 


=f seer ae, (8) = f flr)r Jol Er) a 
Zusammengefaht ae Aa : 
r= J [fw \uTo(Eu)ETo(Er) dé du. | (12) 
Vergleicht man (11) mit (12), solk ott i | 
B(A)= = 5 [ P(E So(A8) dé (13)) 
und damit nach (9) : 
A(t) = Soaae f pls)ESo(As) dé (14) 
Setzt man die Ausdriicke (13) und (14) in lee so lautet die Verschiebungsfunktion 


Digs eee Sea f [rts )ETo(A) (Se +H) e-** Ig(Ary dé da. aE 
Das Integral (15) konvergiert Aidehaiaaee wenn die Belastung den hinreichenden Redingunuel 
| fe@ede]<K, = |p@él at 
gentigt. Damit werden die Verschiebungen und Spannungen 


ef fv £) EJ, (A) l(<z +2)4-1] e~4 J.(Ar) déda, 


u 


I 


EY ie — ff e@escae) [2(m—1)+mAz] e4# Ji(Ar) dé dA, 
0 0 ie 


I 


Oz 


J P(E)ESo(AE) (1-22) Ae-** Sg(r) dé dA, 


[res Jy(A&) zA2e-4* J, (Ar) dédd. 
0 


1 W. Magnus und F. Oberhettinger, Formeln.und Satze fiir die speziellen Funktionen der Mathematik 
und Physik, 2. Aufl., 5. 183. Berlin 1948. Im folgenden mit M.-O. zitiert. 
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Ist die Belastungsfunktion p(r) in Form eines Polynoms gegeben, so ist die Darstellungsart 
durch (15) nicht immer zweckmafig. Vielmehr wird dann auch die Funktion B(A) in Form nee 
-Reihe angesetzt, die fiir manche Probleme einfacher und schneller zu brauchbaren Ergebnissen. 
fihrt, namlich als Summe von Besselfunktionen: 


= B(a) = FD Xn Fanes ad) (17) 
“Aus der vorletzten Gleichung (10) erhalt man die Beziehung zur Erfillung der Randbedingung (8) 
p(r) = eae Yan f Jensalad) Jj(Ar) dd. (18) 
ada 
Die in. (18) auftretenden Integrale lassen sich auswerten!. Nach kurzer Rechnung erhalt man 
| BAO oa [0 ay (1-2-5) fot | fin, ness (19) 
= fur 1S ae 


Aus (19) kénnen die Koeffizienten ¢, durch einen Koeffizientenvergleich sofert berechnet werden. 
Sind die ¢, bekannt, so geht man mit (17) in(9) ein und erhalt die Verschiebungen und Spannungen 
in Form von Polynomen. 


Ist an Stelle der Normalbelastung eine allgemeine, nur von r abhangige Belastung mit Normal- 
und Tangentialkomponente vorgeschrieben, so kénnen die Funktionen A(A) und B(A fiir die 
Tangentialkomponente auf demselben Weg gefunden werden wie fiir die Normalkomponente. 


Die Einschrankung im Ansatz (17), daB man nur eine endliche Summe ansetzt, ist fiir die prak- 
tische Durchrechnung von Problemen ohne Bedeutung; denn jede Belastungsfunktion p(r) kann 
mit ausreichender Naherung in Form einer endlichen Summe dargestellt werden. 


> 


4. Die Spannungen und Verschiebungen des elastischen Halbraums bei vorgegebener rotations- 
symmetrischer Normalverschiebung der Oberflache. Werden im Bereich r= a an der Oberflache 
des elastischen Halbraums die Verschiebungen in der z-Richtung vorgeschrieben, so lauten die 


Randbedingungen (Abb. 2) 


i fir z=0, (20) 
w = f(r) fir.2 = Olund 5 Sa’, (21) 
Gn = fir z—0 und r>a. (22) 


Fur diesen Belastungsfall wurden schon von Schubert? Lésungen angegeben. Ausgehend von der 
bekannten Lésung fiir die Einzelkraft auf den 
elastischen Halbraum gewinnt er eine Integral- ality 
gleichung fiir die Druckverteilung unter elastisch 
gelagerten Tragwerken. Im folgenden soll eine all- 
gemeinere Lésung fiir den rotationssymmetrischen 
Verschiebungszustand gefunden werden, die auch 
noch die Verschiebungen und Spannungen fiir den 
gesamten Halbraum liefert. 

Die Verschiebungsfunktion ist dieselbe wie in 
Ziff. 3. Ebenso wie dort laBt sich die Rand- 
bedingung (20) durch (9) erfiillen. Geht man mit der 


Abb. 2. Halbraum mit vorgegebener Verschiebung 


Randbedingung (21) in die zweite Gleichung (6) ein, Bee 
so erhalt man 


ice) 


ihe a [BOAT ds fir Sa. (23) 
0 
Die Randbedingung (22) fibrt auf 
Oe [30 2J,(Ar)daA— firr >a. (24) 
0 


1 M.-O., S. 50. 
2 G. Schubert, Ing.-Arch. 13 (1942), 5S. 132. 
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Macht man den Ansatz 


22. B(A) = Agdne en (GAlAy re) (25) 


n=0 


und geht damit in (23) und (24) ein, so wird 


f(r) = re aes > A, J Jessa (ad)A-@+#t) Jo(Ar) da. far r Sa, (26) | 


ch vA An f Incusr(aA)a-O+ Jo(An) da far r > a. : (27) | 
aia ! 


n=0 


Gleichung (27) ist sicher erfiillt, wenn die Faktoren von A, verschwinden. Allgemein gilt? 


J Sms(ad) SulAr) aoe Ai fir r>a, 
0 


wobei Re(k) > —1 und Re(m—k-+1) > 0 sein mu8. Setzt man k=0, so ist die Bedingung (27) | 
und damit auch die Randbedingung (22) erfiillt. Die in (26) auftretenden Integrale lassen sich aus- 
werten. Es ist? d 

Pyar? 
Pieter yee 


[A049 Tngr ey (ad) Jo(Ar) dd = F(§;—(ntut+4)s bs )rSa. - 
0 


Mit nt+uw=n—¥ geht die hypergeometrische Funktion F in ein Polynom iiber. Nach kurzer 
Zwischenrechnung erhalt man aus (26) 


Sues Se T'(4) ; Ae r2 
fi=— 45 ae a F(4; —n: 1:5). (28) 


Ist f(r) in Form eines Polynoms 


— >) bn | (28a) 
0 


gegeben, so kénnen die Konstanten A, durch Koeffizientenvergleich ermittelt werden. Setzt man 
die so gefundenen Funktionen A(A) und B(A) in (5) ein, so lautet die Verschiebungsfunktion 


@ = > 4 fle : a Inyylad) A-@ +9) 42 J, (Ar) dA. (29) | 
J | 


Aus (29) kénnen dann die Verschiebungen und Spannungen gemaB (6) sofort berechnet- werden, 
da die Integrale mit den angegebenen Bedingungen fir die Belastung gleichmaBig konvergieren. 


5. Die im Unendlichen gestiitzte dicke Platte mit rotationssymmetrischer Belastung. Ahnlich — 
wie beim elastischen Halbraum kann fiir die dicke Platte mit rotationssymmetrischer Belastung 
die Verschiebungsfunktion aufgestellt werden. Lésungen fiir die dicke Platte wurden schon von 
Néddai®, Marguerre* und Ohlig® gegeben. 


Wird hier die Verschiebungsfunktion in der Form angesetzt 


@ = [U4@+=B(a) Gin Az + (C (A) +2 D(A)) of Az] Jy (Ar) da, (30) 
0 


so laBt sich fur die im Unendlichen gestiitzte Platte der Spannungsverlauf berechnen. Fir die im 
Endlichen gestitzte Platte kann die Lésung wie bei Nddai und Ohlig durch Uberlagerung einer 


LY hist Oh SoS S159 

2 M.-0., S. 49. 

3 A. Nddai, Elastische Platten, S. 308 ff. Berlin 1925. 
4 Siehe FuBnote 2 von S. 178. 

° R. Ohlig, Ing.-Arch. 13 (1942), S. 155. 
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weiteren Funktion gefunden werden. Die Randbedingungen lauten (Abb. 3) 


o:=0 far z=0, (31) 
: 1=0 far z=0, (32) 
. Ge= f(r), fix zh, (33) 
fe t=0 far z=h, (34) 
w= 0 eat p= Sieore (35) 
u=0 fir ro. (36) ke a 


Abb. 3. Platte mit Normalbelastung. 
Die Bedingungen (35) und (36) sind schon durch den Ansatz der Verschiebungsfunktion erfiillt, da 
ig lim Jy(Ar) = 90, lim J,(Ar) = 0 


ist. Die Funktionen 4(/) bis D(A) sind nun noch aus den Randbedingungen (31) bis (34) zu be- 
stimmen. Durch 


A(A) = —hB(A)yp(A), 


_ _ 2B() 
C(4) = nh ae (37) 
m 
D(A) = — rer B(A) hday(A) 
wird den Randbedingungen (31), (32) und (34) geniigt, wobei zur Abkiirzung 
| Smee Gin Ah 
yA) = — i Sindh LARCH AR ra) 


gesetzt ist. Geht man mit (37) in (30) ein, so erhalt man 


oe [ein Az—hz Coj Az + 


0 


ml 
Oz = 


zhi? (A) Gin Az] BA Jy(Ar) dA. (38) 


m—2 


Aus (38) folgt mit der Randbedingung (33) die Integralgleichung erster Art zur Bestimmung der 
Funktion B(A) 


f(r) = 22" [uw B(A) A? Jo(Ar) dA (39) 
mit 
. Gintah — athe 
LO) = ein h EAR aB (378) 
Die Lésung von (39) ist durch die Hankeltransformation 
m—2 r 
B(A)AIT (A) = So | f(E)E Jo(Ad) a 
0 
gu leisten. Damit gibt (37) 
aay=— 32 pO Frosssanas 
0 
B() = Fo sara | FOE TAL AE, 
: (40) 


m—2 1 r 
CA) =— 2 srry f HOE IAL aE. 


D(A) = xomiay J S$ n(A8) as. 
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Setzt man die Ausdriicke (40) in (30) ein, so kénnen die Verschiebungen und Spannungen be- 
rechnet werden. Voraussetzung hierfir ist die gleichmaBige Konvergenz des Integrals in (40), || 
so daB Differentation und Integration vertauscht werden dirfen. Hinreichend fiir die gleichmaBige — 
Konvergenz in r und z sind die Bedingungen 


feeds] <x, fee] <L. 


6. Der unendlich lange Kreiszylinder mit radialer Belastung. Ein unendlich langer Kreiszylinder | 
wird an seiner Oberflache r=a durch radiale Krafte beansprucht (umschnirter Zylinder, Abb. 4). | 
Fiir einen besonderen Belastungsfall des umschniirten Zylinders hat — 

L. Féppl' eine Lésung angegeben. Er nimmt die Bildfunktion der | 

2 Belastung als Exponentialfunktion an und erhalt eine Lésung, die | 

sich einer Ringlast mit unendlich kleiner Belastungsflache annahert. | 


- LaBt sich die Belastung durch Fourier-Integrale darstellen, so kann | 
bs mit unserer Methode eine allgemeinere Lésung gefunden werden. Im | 
Lies folgenden wird eine zu z=0 symmetrische Belastungsfunktion an- | 
wy r genommen. Der Ansatz fir die Verschiebungsfunktion lautet hierfir | 
- © 
8 D = [l4@ Jo(idr) + B(A)ir J,(iAr)] sin Az dd. (41) | 
as 
Die Randbedingungen sind 
Abb. 4. Umschniirter Zylinder. Or = f(z) fir r=a ‘ (42) i} 
TiO fur 7.4. (43) || 
Der Randbedingung (43) wird geniigt durch | 
Jo (ida) | | 
= 2(m— 0 
Am A(A) = B(A) (w=) mba a (44) 


Geht man mit (44) in (41) ein und berechnet o,, so fiihrt die Randbedingung (42) auf die Integral- | 
gleichung erster Art zur Bestimmung von B(A) 


26m f ! 
fl) = if (A) B(A)A2 cos Azda (45) |) 
mit | 
DPX (a7) eons Ree : : , | 
OO) Ae wae mi J,(ida)— ai Jy (ida). (45a) 

Die Lésung von (45) lautet bekanntlich 
26 27 | 
<p (A) A? B(A) = = | #8 cos AE dE. (46) | 

0 


Damit ist A(A) und B(A) gefunden, so da die Verschiebungen und Spannungen aus (41) berechnet | 


werden kénnen. 


Die hier gezeigte Methode laBt sich ohne Schwierigkeiten auf den unendlich langen Kreis- 
zylinder mit Tangentialbelastung sowie auf das unendlich lange Rohr ausdehnen. 


7. Der Zylinder mit beliebig vorgeschriebener Normalverschiebung der Stirnflache. In Ziff. 3 | 
bis 6 waren die Randbedingungen entweder auf parallelen Ebenen z—konst. oder auf Kreiszylin- | 


dern r=konst. gegeben. Im folgenden werden nun die Randbedingungen fiir z—=konst. und zugleich | 
r=konst. vorgeschrieben®. Mit dem Ansatz | 


OE Ow. 


1 L. Féppl, Drang und Zwang, Bd. 2, S. 163 ff. Miimchen 1928. 
2 Vgl. auch F. Reutter, Z. angew. Math. Mech. 23 (1943), S. 156, 


SS SAREE EN CON BN ee ee eee 


~ befriedigen (Abb. 5). 
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~ wobei 


®, = [ [AM Joan +B (Ard, (A7)] e-**dA, 


Pos i [4*(A) I)(Ar) + B*ir I, (Ar)] sin Az dA 
0 


und zur Vereinfachung der Schreibweise 
7 Jn(iAr) = I,(Ar) 
gesetzt ist, lassen sich die Randbedingungen 
Ctr) fir r=a, 
Ta) fir r=a, 
w = f(r) fir z= 0 


Die obere Integrationsgrenze von ®, darf wegen der Nullstellen von 
J, und J, nicht mehr unendlich sein. Vielmehr mu, wie spater gezeigt 
wird, die obere Integrationsgrenze kleiner als die erste Nullstelle von 


J,(Aa) gewahlt werden. 
Der Randbedingung (50) wird geniigt durch 


m Aa) = BCA) [2(m—1) + maa ee]. 


mA® (2) = B*(A)[2(m—1) maa) |, 


Berechnet man o; aus (47) und (48), so fiihrt die Randbedingung (49) auf 


185 


(47) 


(48) 


Wir) 


Abb. 5. Zylinder 


mit vorgeschriebener Normal- 


die Beziehung zwischen B(A) und B*(A) verschiebung der Stirnflache. 


ff pi(2a) B(A) a2 eda = — f ya(Aa) B* (A) 2? cos Pee 
0 0 : 


wobei zur Abkiirzung gesetzt ist 


ae mn he se + SD J, (Aa)—mda J,(Aa), 
yp3(Aa) = mia ae aed i, (Ad) —mAdi 1, (Aa) - 
L 1 a a 


Mit 
g(z) = J vi(4a) BOA) ie dA 
j 0 
geht (52) uber in 


—g(2) = f yr(ad) B* 2? cos ded. 


0 


Die Lésung der Integralgleichung (53) lautet 


s 


p(A) == favo cos Au du 


(a) = 2/2 pala) BA). 


Damit wird 


z= CO u=a 


Be dnt 2 e—"= cos Az dudz. 
B*(A) = — = Fey | fm) Bee e—"* cos Az du dz 


(52) 


(52a) 


(53) 


(54) 


(54a) 


(55) 


a 
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Es mu8 nun noch die Funktion B(A) bestimmt werden. Aus der Verschiebung w erhalt man, i 
da w,=0 ist, mit der Randbedingung (51) die Integralgleichung erster Art fir B(A) 


1 P m ; ; iH) 
fr) =—— RAOEIOL Jy(4r) da——", jf ere J, (Ar) dd (56) | 
0 0 i 
mit G i 
a a) | 
f, (4) = 2 (m—1)—mia J, (a) : (56a) 
Die Funktionen y,(Aa) und f,(A) haben einfache Pole fir J,(Aa)=0. Fir A> 0 wird | 
lim y,(Aa)=—m—1, lim’ f;(A) =—=2.: 
A>0 A>0 
Die Untersuchung der weiteren Singularitaten umgeht man durch geeignete Wahl der oberen f 
Integrationsgrenze, namlich « <a¢,, wobei ¢, die kleinste Nullstelle von J,(ax)=0 ist. Um die | 
Integralgleichung (56) aufzuldsen, setzt man 


1B(A) = S\an ea (57) | 


wobei die 0, ein abgeschlossenes orthogonales Funktionssystem fir den Bereich 0 = AS ands | 
Geht man mit (57) in (56) ein, so wird mt 


fee) 


I(r) = 2s fe acy an = Se pan(r)| ; (58) | | 


mit den Abkirzungen 
: . (58a) 


Als orthogonales Funktionensystem werden die Laguerreschen Orthogonalfunktionen 
Qn(A) = e~* Ln(A) 
gewahlt. Geht man mit diesen 0, (A) in (58a) ein, so wird 


pin(t) = f fu(A) Jo (Ar) €-7? Ln(A) a2, 
ee | (59) 
pan(t) = fr A Sy(Ar) e-¥? Ln (A) dA. | 


0 


Mit den Reihendarstellungen fiir die Besselfunktionen erhalt man aus (59) 


ae Oa a (S)" f a% f(A) e42 Ln(A) dd = She re, 
0 


2 —1)x 2(x+1) A (co) 
Pon(r) = 2 pa Ma ( 7) fe (Fl) e742 (A) da = pat r2(x+1) , 
0 Vida 


Die Potenzreihen (60) setzt man in die Gleichung (58) ein; so ergibt sich 


ice) 


f{(7y= Ss an| oe hy, 12% = Ss pe P+] 1 


=0 


Ist 


f(r) =S An r, ; 


so konnen die a, durch Koeffizientenvergleich aus den A, ermittelt werden. Die Konvergenz der 
Reihen mu8 von Fall zu Fall untersucht werden. Wahlt man als obere Integrationsgrenze «=1, 
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_ so werden die Reihen fir g,, und gy, wegen der absoluten Konvergenz der Besselfunktionen kon- 


_ vergent, da f,(A) im Intervall (01) beschrankt ist (die kleinste positive Nullstelle von J, («) ist > 1). 
Mit (57) wird dann 


3 
3 
z- 
Be 
ey 
eS 


1B(A) = S' an e¥? Ln(A) (61) 


gefunden. Geht man mit (61) in (55) ein, so erhalt man 


z2=0o u=] 
Z 1 <2 
BY() = — age itn f prlu)uln(uye + cos Ae du de. (62) 
0 


2—0'u=—0 


fs ~ In (62) 1aBt sich die Integration wher z durchfiihren. Es ist 
1 


2 1 £2 2 
sa tea Dam fs u) area En(u) ee (eas) 
J 


_ Setzt man (62a) in (48) ein, so kann durch einfache 
_ Rechnung gezeigt werden, daB die Integrale (47) und 

(48) gleichmaBig konvergent in r und z sind. Die Ver- 
- schiebungen und Spannungen kénnen damit aus (47) 
und (48) durch Differentation bestimmt werden. 


j 8. Druck einer starren Kugel auf den elastischen 
_ Halbraum. Die von Hertz!, Féppl? und Schubert? ge- 
~ wonnenen Ergebnisse lassen sich auf dem hier gezeigten 

Weg neu ableiten. Wird eine starre Kugel vom Halb- 
messer a mit der Kraft P in den Halbraum eingedriickt 


: (Abb. 6), so lauten die Randbedingungen 
0 farts = 0; 


Oz: = 0 fir z= 0 und 'r > a, Abb. 6. Druck einer starren Kugel auf den 


rw ree AS : clastischen Halbraum. 
w = | o2—1? —c firz = 0° und: 7S a. 


AuBer der Eindringtiefe der Kugel ist auch noch die GréBe des Bertthrkreishalbmessers a zwischen 
Kugel und Halbraum unbekannt. 
Aus der Gleichgewichtsbedingung fiir z=0 


—p=22 f o.rdr 
0 


_kann die Eindringtiefe 6 als Funktion des Berithrkreishalbmessers bestimmt werden. Wie spiter 
gezeigt wird, folgt der Berihrkreishalbmesser a aus den Stetigkeitsbedingungen fiir die Ober- 
flache z=0. 

Um die abgeleiteten Gleichungen verwenden zu kénnen, muB w, in eine Potenzreihe nach r 
entwickelt werden. Die beiden ersten Glieder sind 


laa . 63 
ern Eg a mit Pp=oe-—c. (63) 


Durch (63) wird die Kugel durch ein Rotationsparaboloid angenahert. Diese Vereinfachung ist zu- 
lassig, da die Formanderungen als klein vorausgesetzt werden. 
Fihrt man den Koeffizientenvergleich gemaS Ziff. 4 durch, so lassen sich die Spannungen 


s 


berechnen. Insbesondere wird 


SIS ell Vel #) Fa +Az) e-** Jy),(ad) | A Sy(Ar) da + 


m—1l 27 0 
z (64) 


so, 2 
+ |/2 a’l fo tAz)e** Jaj,(a4)- T= Jo(Ar) dA. 
0 


Q 


1 H. Hertz, Gesammelte Werke, Bd. 1, S. 155 ff. 
2 L. Féppl, Drang und Zwang, 2. Band, S. 213 ff. Minchen 1928. 
3 Siehe FuBnote 2 von S. 181. 


ae 
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Fiir z—0 erhalt man aus (64) nach Auswertung der Integralet | 
2Gm aN 1 2 a | 65) Ve 

LN at a ey IG 0 ) a V@—r TO a Cok ( Mt 

Die Gleichgewichtsbedingung ergibt den Zusammenhang zwischen der Kraft P, dem Druck-+ 
kreishalbmesser a und der Einsenkung ; aus (65) erhalt man nach einfacher Rechnung den Druck-} 
verlauf in der Oberflache | 


Oe eh ee, : -) a | ~Varr|. (66))) 


Dis Verschiebung in der 2-Richtung wird 1 


ieee alee “) [estar dutan ee a ete Tetaz) a2] . (67) 


0 0 : 


In (67) sind die Integrale auswertbar, und man erhalt 


Wor es ep fir r<@, 
2 
Literal I> fir r=a, 
a 2 a® 1a Wig nb} Ba oe 
Oe SMe B aside ane ; 
pete ral Fess 5 =) urr>a 
; | 3 ron DF EO ere 
Aus der Beziehung 
Ep ee AOE ED) 
Ning ote lag I’ (c—a) I'(c—b) (a+b<c) 
folgt 
Wo rt = Morr = Mor fir r=a. 


Der Zusammenhang der Oberflache ist somit gesichert. 


Um festzustellen, ob die Verschiebung eine stetige Funktion mit stetiger Ableitung ist, muf} | 
noch die Ableitung w, bestimmt |) 
werden. Es ergibt sich — 


lim w) 777 = 0+ = ftir p< +0. 
Diese Forderung kann erfillt wer- || 
den durch einen Zylinder mit dem 
Halbmesser a und _ kugelformiger 
Abrundung vom. Halbmesser @ 
(Abb. 7). Wird dieser Zylinder so- | 
weit in den Halbraum eingedriickt, | 
daB sich die senkrechte Tangente | 
fiir die Verschiebung verwirklichen 
1aBt, so ist der Druckverlauf fir | 
Abb. 7. Druck eines Zylinders auf den Halbraum, — diesen Belastungsfall durch (66) | 

gegeben, da a und 9 bekannt sind. | 

Wird der Druckkérper dagegen als stetige Flache entsprechend Abb. 6 angenommen, so muf, | 
damit die Voraussetzungen, a sei der Druckkreishalbmesser, erfullt ist, w/ + 0 sein. Diese For- | 
derung verlangt 


a? 
——=0. 
g Y 
Damit wird w, fiir r=a stetig. Der Halbmesser des Druckkreises ist 
oo > ] 
Los PG Ye | 
3 V 8 Gm ; (08% 


1 M.-0., S. 49. 
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Der Druckverlauf an der Oberflache wird jetzt 


4Gm 1 Saab o 
Cy = a eae [@ ri (69) 


s Die Ausdriicke (68) und sind (69) die bekannten Formeln von Hertz. Die Kindringtiefe der Kugel 
in den Halbraum ist 
3 
— |/1(3@—)p 
P \; ( 8 mG ) ‘ 


q 9. Die Spannungen in der unendlich ausgedehnten Platte. Eine unendlich ausgedehnte Platte 
_von der Dicke h werde durch ein rotationssymmetrisches Gleichgewichtssystem auf ihrer Ober- 


- flache z=h belastet (Abb. 8). Da die Belastung ein Gleichgewichtssystem bilden soll, so’ gilt 


pi els pe =.4 Tr Ompss 


Abb. 8. Platte mit Normalbelastung. 


Bei dieser Annahme ergibt sich fur das in (40) auftretende Integral 


ee r, +06 7 
= 2 |e Slte) + SA —9) — BET (ten +8))]. 


Ar, 6 Ar, 0 
~Damit erhalt man in den dimensionslosen Veranderlichen 
z r 
Ah =X, h => 1) 5 ie —— QO 


; die Spannungen 
a, ice) 


1 Gin x + x Co} x Sin x 
Gos ef {lee (nx) — nx Co} (nx) | Seo = A + nx” Sin (yx) ear} 


= - xx Jy(ox) 2(x) dx, 


i Si , Sin x + « Cof x 
le @ {len (nx) + x Gof (n=)] ease Gin(q2)- S| x 
: x a2J, (0%) 2(x) dx, 
' Ginx + x Cof x (70) 
Or = a i iLein (nx) +x Coj (nx) | Saas oe a [2 Coj (nx) + 
0 


Gin 1 
+ x Sin (nx) | x sae | x Jo(ax) &(x) dx = oe M(on), 


a aes Gin x + xWoj x 6 Mee Ginx Sot 
C= [|g x Co} (nx) > 
0 


; i 2 
mh? Sin? « — x? Gin? « — x 


1 
wx To (OMe) a aa (Om) 


Dabei ist zur Abkiirzung in den Ausdriicken o, und o, gesetzt 
foe) 


— f { (m—2) Gin x) (Ginx + x Coj x) — 2(m—]) oj (yx) x Ginx 
M(on) = se m (Gin? « — x?) (70a) 
‘ i x Cof (n x) Cle OE a? Sinn x Sin x | Jn(ox) Q(x) dx. 


In (70) sind die unter den Integralen stehenden Funktionen fir x=0 nicht definiert; doch sieht 
man sofort, daB diese fiir x > 0 einen endlichen Grenzwert haben. Die Auswertung der Integrale (70) 
erfolgt wohl am besten mittels der Simpsonschen Regel. 
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6 12 hea , Pe Py. fi 4 ef %. paris: iter es git i Her % ’ 
y i! 7 ‘ es x G e rf , 
: ‘ nha re PERTH aL Bee he pad Y 
7% : ‘ aie - ' ‘ bi Beg 1 a i TENG na oeerae 
a; 190 ‘ly Sung: Hin Beitrag zur Loveschen er shin gsfunktion. 
“ fal \ ‘ , ry a y f Lar ep : ny 
. , Um den EinfluB einer Bivallace und einer Ringlast zu huescevend bildet aan den 
gs ‘i = sa 455 se 
4 8 = lim 2 [Ei (Ae) + PSA 8) — oS Sh Gert 9) 
ee ee &€—0 Ww ! 
éo—>0 : i 


ar 3 — [1—-J( Ar,) | : : | eanee 


Geht man mit L in (70) ein, so erhalt man die Ae) Nelcaae! in dee durch eine » Binzelkraft be: 
anspruchten dicken Platte. — : i 


10. SchluBbemerkung. Riickblickend dirfen wir feststellen, daB es nunmehr durch die An- 
wendung der Hankel-Transformation sowie der Fourier-Transformation gelungen ist, eine Reih 
technisch wichtiger Probleme exakt zu lésen oder deren Lésung mindestens einfacher herzuleiter 
Der besondere Vorteil der hier angewandten Methode besteht darin, daB die Verschiebungsfunktio 
art bae aus den Randbedingungen berechnet werden kann. 


u . 
' \ 


(Eingegangen am 15. Mai 1949.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Hans Jung, (14a) Stuttgart N, Robert-Mayer-StraBe 66. 
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Die Gelenkwirkung von Flanschverbindungen. 
Von W. Moheit. 


1. Einleitung. Eine aus aneinander geflanschten Schiissen bestehende Rohrleitung kann der 
Einwirkung von Langskraften und Biegungsmomenten ausgesetzt sein. Dabei wird die Flansch- 
verbindung in ihrem elastischen Verhalten stets andere Eigenschaften als das normale Rohr auf- 
weisen. Wird das Rohr nur durch Langskrafte beansprucht, so wird in der Flanschverbindung 
dadurch, da der Schraubenzug gegeniiber der Langskraft in der Rohrwand einen Hebelarm 
besitzt, ein rotationssymmetrischer Ver- 
formungs- und Spannungszustand her- 
vorgerufen. Wahrend zu diesem Fall 
schon ausfithrliche Arbeiten! vorliegen, 
wurde das ungleich schwierigere Pro- 
blem der Flanschklaffung einer Rohr- 
leitung, die gema8 Abb. 1 durch ein 
Biegungsmoment beansprucht wird, bis- 
her meines Wissens nur von Schilhansl? 


behandelt. 


Abb. 1. Flanschverbindung einer Rohrleitung, Abb. 2. Zur Rohrachse spiegel- Abb. 3. Wirkliche Verformung einer 
die auf Biegung beansprucht wird. symmetrische Verformung eines auf Biegung beanspruchten Rekr- 
Rohrflansches. flanschverbindung. 


2. Die Schilhanslsche Lisung. Davon abgesehen, da® Schilhansl die Schraubenkrafte als 
Linienlast gleichmaBig aber den Umfang des Schraubenteilkreises, der gleichzeitig als AuBenrand 
der Flansche angesehen wird, verteilt annimmt und aufer der Elastizitat des Flansches auch die- 
jenige des Rohres beriicksichtigt, machte er die wichtige Annahme, da die Verformung der 
Flansche zur Rohrachse spiegelsymmetrisch ist. Wie man an Hand der Abb. 2 erkennt, miBte 
bei einer solchen Annahme die gedriickte Flanschhalfte in den Gegenflansch eindringen kénnen. 
Da dies aber nicht in Frage kommt, sondern sich vielmehr Verhaltnisse, wie in Abb. 3 dargestellt, 
einstellen werden, so dirfen sicherlich die Ergebnisse von Schilhansl giinstigstenfalls nur als 
erste Naherung zu werten sein. 

In groBen Zigen geht Schilhansl etwa wie folgt vor. Er denkt sich den Flansch voribergehend 
vom Rohr abgetrennt. Sowohl der Flansch als auch das Rohr miissen dann mit den durch den 
Trennschnitt frei werdenden inneren Kraften fir sich im Gleichgewicht stehen. Am Flansch miissen 
somit gemaB Abb. 4 die Schraubenkrafte P, die parallel zur Rohrachse gerichtete innere Kraft 
Na, das innere Moment M, und die senkrecht zur Rohrachse gerichteten inneren Krafte’ Ta und Sa 
ein Gleichgewichtssystem bilden. Ahnlich miissen am Rohr die Krafte N., Na, Sa, Ta und das 
Moment M, fiir sich im Gleichgewicht stehen. Jedoch reichen die statischen Gleichgewichts- 
bedingungen zur Ermittlung aller Groen nicht aus. Zwei SchnittgréBen miissen als statisch Uber- 
zahlige betrachtet werden, deren Berechnung dann aus der Bedingung folgt, da die Formanderung 
von Rohr und Flansch an der Verbindungsstelle ibereinstimmt. Sind diese beiden statisch Uber- 
zahligen bekannt, kénnen alle whrigen Spannungs- und FormanderungsgréBen in Abhangigkeit 
vom auBeren Moment M bestimmt werden. 


1 Vgl. u.a. V. Jiirgensonn, Elastizitat und Festigkeit im Rohrleitungsbau. Berlin 1940. 
2 M. Schilhansl, Wasserkraft und Wasserwirtschaft 36 (1941), S. 281. 
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Wie man an Hand der Ergebnisse riickwarts feststellen kann, liegt der Untersuchung vont) 


Schilhansl ein Zahlenbeispiel mit den in Abb. 4 angegebenen Abmessungen zugrunde. 


Bevor ich auf eigene Untersuchungen eingehe, méchte ich noch das Ergebnis vo 


M 


M: 
= - 107§&§ — = 14 - 10-6 
y = 2-74,66- 10-8 = = 149,32. 10-8 


ist. Eine Definition fiir die Flanschklaffung y ist in Abb. 3 gegeben. Dieses Ergebnis besag 
die Nachgiebigkeit einer Flanschverbindung gegeniitber 
Biegungsmomenten beim untersuchten Zahlenbeispiel so 
groB ist wie die eines Rohrstiickes, dessen Lange etwa 
gleich dem sechsfachen lichten Rohrdurchmesser ist. 


NN 
i\\ 


Abb. 4, Der Untersuchung von Schilhansl zugrunde liegende 
Rohrflanschverbindung. 


3. Verbesserung der Schilhanslschen Lésung. a) Stellung der Aufgabe. Die von Schilhans! 
ermittelte Flanschklaflung ist jedoch vermutlich zu gro8, weil in Wirklichkeit keine reine anti- 
metrische Verformung vorliegt. Die Flanschverbindung unterliegt gemaB Abb. 3 einem gréBeren 
Zwang, weshalb sich sicherlich eine kleinere Klaffung einstellen wird. Zur besseren Abschatzung der 
tatsaichlichen Klaffung ist es meiner Ansicht nach wesentlicher, die wirkliche Verformung des 


Flansches weitgehend zu beriicksichtigen, also dem Umstand Rechnung zu tragen, da die ge-' 
driickte Flanschhalfte nicht in den Gegenflansch eindringen kann. Ich beschrankte deshalb die | 
Untersuchung auf eine Kreisplatte mit starrem Kern (Kerndurchmesser = Rohrdurchmesser). | 


Der Fehler, den man bei Vernachlassigung der Rohrelastizitat macht, wird nicht entscheidend sein. 
So fand beispielsweise Schilhansl auch, daB die zusatzliche Rohrdehnung in Flanschnahe die 


Flanschneigung um nur 4,3°% vergréBert. Gibt man also nur den Flanschen die Méglichkeit, sich 
verformen zu kénnen, so wird diese Klaffung etwas kleiner als die wirkliche ausfallen. Auf alle | 


Falle wird die so berechnete Flanschklaffung der tatsachlichen aber naher liegen als die von Schil- 
hansl angegebene. 


b) Die durch ein Punktmoment beanspruchte Kreisplatte mit starrem Kern. 


Zunachst wird die ringsum eingespannte Kreisplatte mit starrem Kern, an dem ein Punkt- 


moment angreift, gemaB Abb. 5 untersucht. Wenn man wie Schilhansl von dimnen elastischen | 


Platten ausgeht, lautet hierfir der Lésungsansatz 
w= cosa (4e +B ~ + Co?+Doln 0) : 
Hierbei sind 9=r/a und « die dimensionslosen Polarkoordinaten eines Punkece der Kreisplatte. 


* Vgl. Beton-Kalender 1944, S. 125, oder Fliigge, Bauingenieur 10 (1929), S. 223. 


nal 
Schilhansl vorwegnehmen. Fir den beschriebenen Fall fand Schilhansl eine Flanschkla ffungy 
. wo E der Elastizitatsmodul des Werkstoffes der Flansche})) 
t, daBil 


Abb. 5. Durch ein Punktmoment beanspruchte 
Kreisplatte mit starrem Kern. \ 


| 
a 
i | 
| 


\t 


if 
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Zur Bestimmung der vier Konstanten A, B, C und D dienen die Bedingungen: 
> I) o= 1: w=0, 
|) yee 99 Bg ie Ve 
III) g= 2 =8 und g=0: Sree 
; +7 +n +n 
IV) Hi M,ao cosada + [ Tao sin « dx + f Qra%o? cosada=—M. 


In der letzten Bedingung bedeuten mit der Plattensteifigkeit 
Eh’ 


pte 20) (4 = Querdehnungszahl) 
-gemaB Abb. 5 
oY ba ea [we } & w’ + j w"*) =um die tangentiale Richt drehendes M 
r 3 HL a = g e Richtung drehendes Moment, 

K ley, ¥ : ‘ é 

T= mae Lt) 5 w ji ro| = um die radiale Richtung drehendes Moment, 
K ’ K my 1 , oe ee . 4 

Op = +s (4 w)' = — = |e + apne : w+ ; w . w |= Querkraft im Abstande 


r=ag vom Mittelpunkt, 


Nach Einsetzen des Lésungsansatzes fiir w erhalt man 


M, = — ~ cos « 2 B(1—) 4+2C(3+4) 0+ D(14y) =| 


K : 2, 1 
T = — = (1—m) sina | Bo 2Co pD-|, 
K 2 
Or = — = cos [8C—D =]. 


Setzt man schlieBlich diese Ausdriicke in die vierte Bedingung ein, so erhalt man unter Beachtung, 


daB 


+n +n 
[ cos? a dx = f sin? « da=2 
1 3 —m 


ist, 


Ma 2(1+ 6?) ( Ma yi 


Se eraa a Kor 2 (1+?) 42K 


Die tbrigen drei Konstanten werden mit Hilfe der drei ersten Bedingungen bestimmt. Wird eben- 
falls in diesen Bedingungen der Lésungsansatz w eingesetzt, so nehmen sie die Form an: 
I) A+B+C=0, 
II) A—~B+3C+D=0, 
Ill) —2B42C64*+ Dp2=0. 


Durch Auflésen flieser drei Gleichungen nach den drei noch gesuchten Konstanten erhalt man 


Ba LER ee ink) 
Ge oe ( aoe 


Nach Einsetzen der Konstantenwerte in den Lésungsansatz w ergibt sich schlieBlich folgende 


Lésung: 


Ma cos & 1 
Me eee 2 (1-+B?) t B?)e +B? 0 o®+2(1+ Bln 0}. 
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Hiermit ware die Aufgabe bereits gelést, wenn man die Rohrelastizitat unberiticksichtigt lab) 
und sich mit einer antimetrischen Verformung zufrieden gibt. Wir wollen aber hier gerade die 
Lésung derart verbessern, daB die gedriickte Flanschhalfte (in Abb. 5 linke Halfte) so weit zuriick-)) 
gedriickt wird, bis dort die Ausbiegungen w ~ 0 sind. Die zuriickdriickende Kraft ist nach GroBe 
und Verteilung unbekannt. Da aber nur die Winkelklaffung der Flansche interessiert und wir uns! 
mit einer Naherungslésung begnigen wollen, ist es ausreichend, als zuriickdriickende Kraft einfach 


eine auBermittig wirkende Einzellast P auf dem Kernrand bei «=z anzusetzen. 
i 


c) Die durch eine auBermittige Hinzellast beanspruchte Kreisplatte mit star-+) 


rem Kern. Die auBermittig wirkende Einzellast wollen wir uns wiederum in den antimetrischen)) 
. . . . . if 
und in den symmetrischen Anteil mit } P in «=0 und a zerlegt denken. 


Die Lésung des antimetrischen Anteils gemaB Abb. 6 laBt sich unter Verwendung der oben 


angegebenen Ableitung sofort angeben, wenn M=24 b=Pfa gesetzt wird. Man erhalt dann\) 


PB a cos & 1 
titi ae 2(1+B%) t Bo BF 0 = 074 2(1+f%)@ Ing]. 


Abb. 6. Durch den antimetrischen Teil einer auBermittigen Abb. 7. Durch den symmetrischen Teil einer auSfermittigen 
Einzellast beanspruchte Kreisplatte mit starrem Kern. Einzellast beanspruchte Kreisplatte mit starrem Kern, 


Beim symmetrischen Anteil (Abb. 7) geht man zweckmaBig von dem Lésungsansatz!: 
w=A-+ Bo*?+Clne+Do?no 
aus und bestimmt die Integrationskonstanten mit Hilfe der Bedingungen | 
1) So see U 2 =O; , 
IT) *o'= ls 2b==0 5 
Lol ps0 0, 


IV) 9= = :Q,= 


= : 
(= Querkraft im Abstande r=ag vom Mittelpunkt). | 


2ano 


In der letzten Bedingung ist, da jeder Durchmesser bei der verformten Kreisplatte eine Sy eraenies 
achse bleibt, 


K , Ks, Le 
Qe ig (Amy Math =w') 


1 Vel. Beton-Kalender 1944, S. 125. 
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au setzen. Nach Einfihren des Losungsansatzes w nehmen die vier vorgeschriebenen Bedingungen 
 folgende Form an: 
I) A+B=0, 
II) 2B+C+D=0, 
III) ee (14-12 In 8) 0, 
)D Pa? 


IV we 
200K 


s Die Auflésung dieser Sane liefert fiir die gesuchten Konstanten folgende Werte: 


: Pe 1—f?—2 BlnB Pa@ 


4 p?—1 loaK ’ 
a foe Selah Pe 
p21 l6aK ’ 


‘Boe 4 6? In B Pa 
Pay léw ke ~ 
Pa 
l6aK ~ 


Dia? 


 Sonach lautet die Lésung: 


es ae a [(1—6?—2B? In B) (021) +4? In B In 9+2 (62—1) 9? Ing]. 


Die Uberlagerung der beiden Teilbelastungen liefert die Lésung fiir die auBermittige Einzellast: 


eee: Wok lor | (Ul B* (14-2 In B)) (Q?—1)+46? In 6 In 9@+2(8?—1) 9? In o| te 


2B cos « 
+ poe [UB 0+ 8? — —0° +2 (1484) ono. 


d) Ermittlung der GroéBe der zuriickdrickenden Kraft, P. Die Gré8e von P wird 
aus der Bedingung bestimmt, daB XY w = 0 fir o=f und «=z sein soll: 


tek iba l(a B*) BH p—B*+2 (1+?) B In B| 4 a {pei (1 p> (1 + 2 In f)) x 


(B21) + 4 B? In B In B-+2 (6?—1)8? In | — =F | (1B) B+ 8—f°+2 (146%) Bin]! =o 


Vorstehender Ausdruck gibt nach P aufgelést: 


pee La p(.—B) [1 — B+ (1+) In 6] 
q 1+ 5 pT B+ 3 p+ (— py) 4 pn B14 f) 4 pln B 


Streng genommen ist an der Stelle @=/ und 
a= nach Abb. 3 Xw+0. Der gemachte Fehler 


ist aber von untergeordnetem LEinfluB. Die 


M 
sn Su 
M 

a 


! 
! 
! 
NI @ | a Sei OS 
Ww A g | S | S| numerische Auswertung der Beziehung fir P 
! ! é . . . 
i Ss! SN I S x liefert die in Abb. 8 aufgetragenen Werte. Die 
> > 4 > © - oe 
vi a! ai a >! sich ergebende Kurve kénnte angenahert durch 
! \ | x 3 
eine Gerade ersetzt werden. 
B=05 O6 G7 08 G9 


Abb. 8. Zur numerischen Auswertung der Beziehung fiir P. 


4, Bestimmung der Flanschklaffung bei verschiedenen /-Werten. Nachdem nunmehr die GréBe 
der zuriickdriickenden Kraft P fiir die verschiedenen Werte 6=0,5...0,9 bekannt ist, kann die 
Verformung des Flansches angegeben werden. Unter Fortlassung der Zwischenrechnung werden 
fir den Meridianschnitt «=0 bis z folgende Ausbiegungen errechnet. 


— 0,95 — 0,000043 — 0,000021 — 0,000009 — 0,000004 — 0,000001 
— 0,90 — 0,000157 — 0,000075 — 0,000031 — 0,000009 0 
— 0,85 — 0,000315 — 0,000144 — 0,000053 — 0,000011 
— 0,80 — 0,000489 — 0,000210 — 0,000065 0 
10-09 — 0,000653 — 0,000252 — 0,000052 
=D) — 0,000770 — 0,000247 0 
— 0,65 — 0,000812 — 0,000176 
— 0,60 — 0,000732 0 
— 0,55 — 0,000484 
— 0,50 0 
0,50 0,012578 
0,55 0,012626 
0,60 0,011752 0,005760 
0,65 0,010264 0,005648 
0,70 0,008416 0,004.999 0,002156 
0,75 0,006419 0,004024. 0,002032 
0,80 0,004457 0,002910 0,001621 0,000566 
0,85 0,002695 0,001816 0,001083 0,000481 
0,90 0,001277 0,000883 0,000553 0,000283 0,000062 
0,95 0,000339 0,000239 0,000157 0,000088 0,000031 
1,00 0 0 0 0 0 
AuBerdem ist man jetzt in der Lage, die Neigung des Flansches beii 
verschiedenen /-Werten anzugeben. Bezeichnet man als Flansch- 
klaffung den doppelten Neigungswinkel eines Flansches (vgl. Abb. 3),) 
so wird fiir 
! Liye oie O01? STB ea M 
B oo: YW = 19806 ae aK 0,025 156 ——— ’ 
2-0,005760 Ma Mi 
' = 0,6 : = Se SS i 
| B y Pein Peale 0,009 600 Ke? 
1 
2-0,002156 Ma M 
bey! =O 2. yp == = a 
pie B Y= ooge > ek = 02008080 
oat | 
8 8 Led | e Meanye 2-0,000566 Ma _ M | 
& S eo P=—9.83 SSE ERS ogee 
sS§ \ss 
(ae tN as 2-0,000062 M 
belive ees p =0,9 p= At = 0,000060 7. 
£=05 6 07 8 49 40 ; 


Abb. 9. Flanschklaffung 


vy =f (8)- Die in Abb. 9 aufgetragenen Werte zeigen, das die Flanschklaffung 


in starkem MafSe von § (Verhaltnis Rohrhalbmesser : Flanschhalb- 
messer) abhangt. Zwischenwerte kénnen entweder abgegriffen oder mit Hilfe der durch tabel- 
larische Integration gefundenen Funktion: 


aK 
en eae 1,0175 65+-4,591 667 f4—8,428 625 f?+7,887 734 f?—3,769 788 B+0,736512 


bestimmt werden. Hiermit verfiigen wir tber die gesuchten naherungsweisen Unterlagen zur Er- 
mittlung der Nachgiebigkeit der .Flanschverbindungen. 
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fe SchluBfolgerung. AbschlieBend soll nochmals der von Schilhansl berechnete Wert in diesem 
_ Zusammenhang betrachtet werden. Wie eingangs erwahnt, fand Schilhansl y,=149,3- tied fiir 


BP =0,625. Aus Abb. 9 wird aber fiir das gleiche Verhaltnis y,=0,0073 = abgegriffen. Zum 
7 
é besseren Vergleich muB pw. noch weiter umgeformt werden. Mit der im Beispiel von Schil- 


“hansl zugrunde gelegten Flanschdicke h — 13,60 em wird K — al E, 


10.92 
Ya = pepe 10-8 = 10,1-10-8 A uind yy: yy = 149,3 : 10,1 = 14,8. 


somit 
2312 


Dieses Ergebnis besagt, da sich eine Flanschverbindung mit 6/=0,625 rund |5mal steifer ver- 
halt, wenn man nicht einen antimetrischen Verformungszustand wie Schilhansl annimmt, sondern 
_ an der gedriickten Flanschhalfte der Wirklichkeit entsprechend eine zuriickdriickende Kraft derart 
- beriicksichtigt, daB® die gedriickte Flanschhalfte nicht in den Gegenflansch eindringen kann. Da die 
_ vernachlassigte Rohrelastizitat nur sekundare Bedeutung haben kann, ist anzunehmen, das man 
_mit den in Abb: 9 angegebenen Werten fiir die Nachgiebigkeit der Flansche der Wirklichkeit 


- bereits sehr nahe kommt. Von Wert ware es aber, hiertiber noch Versuchswerte zu erfahren. 


(Eingegangen am 24, Mai 1949.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. W. Moheit, (16) Wiesbaden, BingertstraBe 10. 
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Bewegungsverlauf und Abstimmbedingungen von Nachfihrgetrieben. 


Von C. A. Traenkle. 


1. Aufgabenstellung. In Abb. | ist das Schema eines einfachen Nachfuhrgetriebes dargestellt.. 
Die Marke A sitzt auf einem auBeren Ring und macht eine beliebige, von auBen vorgegebene? 


Bewegung. Es wird gefordert, die Marke N auf der inneren Scheibe, dem nachzuftihrenden Teil,, 


méglichst genau mit A in Deckung zu halten, d.h. die Fehlerkoordinate & soll gegen Null) 
gehen. Der ideale Grenzfall £=0 wird an sich angestrebt, kann aber grundsatzlich nicht exakt | 
erreicht werden, da ein Freiheitsgrad der Bewegung fiir N gegen A besteht. Treten irgendwelche |) 


Bewegungsstorungen und als Folge davon irgendwelche ¢-Werte auf, so dienen diese vielmehr’ 


gerade als Fuhl- und Anzeigegrofe fiir eine Steuerungskraft P, die auf den Knopf K entweder’) 


unmittelbar von Hand oder von einer Steuerungsautomatik ausgeiibt wird, um die gewiinschte 
Synchronisation und Stabilisierung von N gegen A herzustellen. Das Steuerungsgesetz fir P 
als Funktion der FihlgréBe wird weiter unten aufgestellt und begrindet. 


Gewohnlich soll durch eine solche Vorrichtung die Geschwindigkeit von A gemessen werden, | 
was dadurch geschieht, daB mit N ein Tachometer gekuppelt wird. Eine unmittelbare Kuppelung | 
mit A hingegen soll nicht méglich sein: es wird vorausgesetzt, daB A entweder nur ein leichter, | 
gegen Riackwirkung empfindlicher Zeiger oder eine blobe Lichtprojektion eines entfernten Objekts | 
ist. Zunachst wird der Bewegungsverlauf von N gegen A fir das direkte Nachfihrgetriebe von | 
Abb. 1 untersucht, da hier die Zusammenhange am einfachsten und tbersichtlichsten sind. Die | 
Untersuchung wird darnach auf einige zusammengesetzte und haufiger verwendete Getriebe- | 


formen erweitert. Man findet dabei, da die Bewegung dann méglichst schnell in die Deckungs- 


stellung einlauft, wenn gewisse Bedingungen zwischen bestimmten KenngréBen des Vorgangs er- | 
fillt sind. Als Ergebnis werden diese sogenannten ,,Abstimmbedingungen“ aufgestellt und die 


Fehlergrenzen fiir die Geschwindigkeitsmessung angegeben. 


betatigung 
(hashiges Richten) 


Abb. 1. Direktes Nachfihrgetriebe Abb. 2. Direktes Nachfibrgetriebe (Abwicklungsschema). Abb. 3. Diagramm der Richtkraft, — | 


Drehschema). 


2. Direktes Nachfiihrgetriebe (Getriebe A). a) Aufbauschema. Um die Aufbauschemen der 
Bauarten zu vereinfachen, werden sie in abgewickelter Form dargestellt: Abb. 2 ist die Abwicklung 
eines direkten Nachfihrgetriebes nach Abb. 1. Die eingeschriebenen Koordinaten kénnen also 
wahlweise Linear- oder Winkelkoordinaten bedeuten. Das nachzufiihrende Teil N habe die Masse m 
und bewege sich in Fuhrungsschienen mit praktisch vernachlassigbarer Reibung, wie es in Aus- 
fihrungsbeispielen angestrebt und auch tatsachlich verwirklicht wird. ‘ 


b) Steuerungskraft. Das System wird aufgefaBt als ein Massenpunkt mit einem Freiheits- 
grad der Bewegung unter der Einwirkung der Steuerungskraft P. Fir P wird angesetzt 


. P=—e¢ ewe : 5 (1) 
Der Ausdruck besteht aus einem Richtglied (Richtkonstante c) und einem Dampfglied (Dampf- 
konstante d) nach Art motorischer Steuerungsautomatiken (Servomechanismen), Dieser Ansatz 


erfaBt auch gleichzeitig das Wesentliche beim Handantrieb. In Abb. 3 ist der lineare Verlauf des 
Richtglieds dargestellt. Bei hastiger Richtbetatigung von Hand ware beispielsweise eine sehr steile 


= ies ote ae hy DLE OP Sh P 
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_ Kennlinie zu erwarten, die dann sehr bald in die obere Grenze der groBtméglichen Handkraft um- 
_ biegt. Man erhalt so unter Umstanden eine stark verfourmte Kennlinie, die man aber stets durch 
eine gerade Linie ausmitteln kann. Der Bewegungsverlauf, der sich aus der mittleren Kennlinie 


_ Art zu beachten, namlich Grenzen fir die maximale Leistung L 
_ die maximale Umfangskraft Pm, am Handrad und die maximale kg 
_ Umfangsgeschwindigkeit umz. In Abb. 4 sind diese Grenzen nach 20 


_ Bruchteil der Grenzwerte ausgenutzt werden. Auch eine Dampfung 70 
nach (1) ist bei Handbetatigung méglich: dies kommt einfach 
darauf hinaus, da die Kraft P bereits vor Durchgang der z 
_ Marke N durch A (€=0) in ihrem Richtungssinn umgekehrt wird 


7 


_ Schwankungen zu erwarten sein nach MaBgabe von Ubung und 


ergibt, mu dann im Mittel auch mit dem tatsachlichen Verlauf iibereinstimmen. 


Bei der Handbetatigung sind weitere Grenzen physiologischer 


MX» 


7 5 ; : es, 5 tmx = PV = tomkg/sec 
Zahlenwerten aufgezeichnet, wie sie beispielsweise aus ,,Hiitte‘‘, ie a/ 


Bd. 2, zu entnehmen sind. Fir feinfihliges Richten darf nur ein : 
sicheres Gebjet hir fein- 
tuhliges Richfen 
Leistungsreserve) 


(Phasenlage von P siehe weiter unten). Natirlich werden hierbei a, Hn 2 B10 st walses 


Abb. 4. Leistungsgrenzen beim . 
Geschicklichkeit der sich betatigenden Person. pegtbere teen Lecntem: 


c) Bewegungsgleichung. Die Bewegungsgleichung ergibt sich mit (1) zu 
min=P=—c&=—dé; 


- xy wird eliminiert mit 


Xy=Xaté, 
und es werden die aus der Schwingungslehre bekannten Abkirzungen eingefihrt 
— =, (Nullfrequenz), ae = 2 6 (Dampfung) . (2) 


Damit ergibt sich die bekannte Differentialgleichung der gedampften Schwingung 
E4208 + aif=—h,. (3) 


_ Um nun die Umstande aufzuklaren, unter denen die Bedingung +0 méglichst gut erreicht wird, 


muB der Bewegungsverlauf bei gegebener Stérfunktion x4 untersucht werden. Es empfiehlt sich, © 


als Stérung einen Sprung in der Geschwindigkeit v4 zugrunde zu legen, wie es fir Stabilitatsunter- 


suchungen iblich ist (Abb. 6): 


t< 0: Kg=vg=05 x4=9; (4) 
t>0: x,4=v,=konst., K4s=0e 


Man macht in bekannter Weise den Lésungsansatz 
E= Ber, (5) 


Dabei bedeutet / allgemein eine komplexe Frequenz (gedampfte Schwingung); sie ergibt sich 
durch Einsetzen von (5) in (3) aus der sogenannten F'requenzgleichung 


A24+26A+05=0, 
als 
A=—6+iw mit w*%=a@)—6? (Kreisfrequenz). 


Fur periodische Bewegungen mu w)>6 sein. Es empfiehlt sich, 
folgende dimensionslose Kennzahlen einzufiihren, durch Bezug- 
nahme auf die Nullfrequenz @,: 


(Dampfzahl), Q= = (Frequenzzahl), (6) 


Tay 


T=Wot (dimensionslose Zeit, Zeitwinkel), 


und damit Abb. 5. Wurzelfeld A 


eee uit) BOs Oe 
aw 


0 


[A|= ie fiir Getriebe A. 


Werden die Wurzeln A in der komplexen Zahlenebene fir verschiedene Zahlenwerte des Parameters 
D (0 bis 1) aufgetragen, so ergibt sich ein Ursprungskreis vom Halbmesser 1 (Abb. 5). Die Ampli- 
tude 8 von (5) ist die Integrationskonstante, die man zur Vereinfachung der Zahlenrechnung 


als komplexe GroBe auffaBt; sie wird aus den Anfangsbedingungen fiir t= bestimmt : 


roy eee, 


AuBerdem interessiert noch die Geschwindigkeitsanzeige vy des Nachfihrgetriebes; sie ergibt § 4) ; 


aus xy durch Differentiieren: 


ky = oy =vg te. : i 


Abb. 6. Anlauf yon Getriebe A bei v 4-Sprung. Abb. 7. Anlauf von Getriebe A bei linearem v 4. 


d) Bewegungsverlauf fiir v4-Sprung. Die Ergebnisse der Berechnung fir € und vy sind 
in Abb. 6 als dimensionslose Kennzahlen fiir gebrauchliche Werte des Parameters D aufgetragen. || 


Man ersieht daraus, daB die giinstigsten Verhdltnise fiir den Einlaufvorgang ungefahr bei 
Ht 1 
D = > bis —— 
g bike 
liegen; bei noch groBerer Dampfung wirden sich nur langere Einlaufzeiten (kriechende Einstellung) 
ergeben. Die stationéren Endwerte fiir ¢ und vy sind nach der Anlaufzeit Ty 
5 ee 2 7 


erreicht. Es ist also 


Tye Ts (7) 


mit der Schwingungszeit T)=2st/w, der Nullfrequenz. Die gréBten Werte des Uberpendelns A vy | 


von vy innerhalb der Anlaufzeit ergeben sich zahlenmabig 


1 1 
fur Dye 3 as 
2 V2 
mu AEN 9,908. * 0,208. 
VA : 


Bei Handantrieb ist fiir wy eine obere Grenze vorhanden, die aus der Reaktionsgeschwindigkeit. 
des menschlichen Organismus folgt. Man schatzt Tymin © 1/2 sek als kleinste Schwingungedauer 
einer von Hand noch abbildbaren oe een cere Damit ergibt sich 


TA min © s sek (Handantrieb). 
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P e) Linearer Anlauf von vy. Die Integration von (3) laBt sich auch noch fiir den Fail eines 
linearen Anlaufs von v4 durchfihren: 


x4=v4=bt, %4=v4=b. 
_ Der Lésungsansatz ist hier durch ein Partikularintegral als Zusatzglied zu erweitern: 


4 f= f.+8e mit &=—— 


Wr” 

und zwar bedeutet €,, einen konstanten Endwert fiir too, der sich einstellt, nachdem der Ein- 
_laufvorgang abgeklungen ist. Die Integrationskonstanten folgen aus den Anfangsbedingungen fiir 
me 0: 

EU ee da, wy O Mind) ay = 0. 


-Damit hegt der Bewegungsverlauf fest; er ist in Abb. 7 in dimensionslosen Kennzahlen aufgezeich- 
net. Es ergeben sich ungefahr dieselben ginstigsten Dampfzahlen und dieselbe Anlaufzeit T 4 
_wie im ersten Fall. Die groBten Abweichungen Avy vom Sollwert innerhalb der Anlaufperiode 
- findet man zahlenmabig 
= 1 
V0 

zu Avy = 0,546, 0,456; 


fir Da, 


sie sind praktisch kleiner als beim RechteckstoB wegen der vergleichsweise stetigeren Ubergange. 


f) Phasenlage von P. Aus (1) ergibt sich durch Einsetzen von (5) 
P =(—c8 —diS)e" = Ke", .-wo P= RR, BR=—cB, Pa=—d1B. 


Die GréBen 8 und $Y werden in bekannter Weise als Zeiger in der komplexen Zahlenebene dar- 
~gestellt (Abb. 8). 8 werde in die reelle Achse gelegt. Es ergibt sich durch Division, und mit (2) 
und (6) 

Ry Ak OBA 


» mene eas A 

Setzt man zunachst einmal c=1/|%/, so ist $.=— 1 und a=—2DA, 

d.h. Sa wird antiparallel zu A. Wie man sieht, sind die schraf- 

_fierten Dreiecke in Abb. 8 kongruent, und daraus folgt, da die 
-Ortskurve der Resultierenden $ ein Kreis um 0 ist, also 
|®|=konst.= $.. Die Phasenvoreilung g von $ gegen $f. ergibt 


sich zu 


DA. (8) 


gy=20 mit sin®=D, 


also zahlenmabig 


1 1 
fir, D = —, ma 
ae 2 V2 
WM pgs O08 Gee Ore 


g) Innere Abstimmbedingung. Eine Phasenverschiebung 
-von 90° (D= 1/2) stellt andererseits bei Handantrieb eine Grenze Abb. 8. Phasenlage von Sf. 
dar, die aus psychologischen Griinden nicht tiberschritten werden 
darf, wenn $$ noch sinnfallig als rickfiihrend und dampfend mit der Bewegung von € ver- 
knipft bleiben soll: bei p>90° wirde $ in einem gewissen Zeitintervall vor der Bewegungs- 
umkehr im Sinne von AusschlagvergréBerung wirken. Beachtet man gleichzeitig Ziff. 2 d), so er- 


gibt sich fir D die Vorschrift 
pee 0) 


die zu einem méglichst giinstigen Einlauf filhrt; sie werde daher als innere Abstimmbedingung 
des Getriebes A bezeichnet. 


h) Allgemeiner Bewegungsverlauf, auBere Abstimmbedingung. Mit den obigen 
Ergebnissen des Bewegungsablaufs bei speziellen Stérfunktionen v4 nach Abb. 6 und 7 1aBt sich 
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auch der Bewegungsverlauf bei allgemeinem v4 angeben, wie es in Abb. 9 fiir einen RechteckstoBp ( 
und in Abb. 10 fiir einen dreieckférmigen Verlauf von v4 dargestellt ist. Allgemeine Formen lasseni) ie 


sich dadurch erfassen, daB man sie in Treppenstufen oder Trapezstreifen (wie in Abb. 11) unter- ||” 


teilt. Allen diesen Formen ist gemeinsam, da® nach Ablauf einer kurzdauernden Storung, deren) | 
| 
p 


Avy; 1 
Vy tom 
v2 = 2Ay 


Abb. 9. Rechteckverlauf yon v. Abb. 10. Dreieckférmiger Verlauf von v. 


Zeitdauer ungefahr gleich der Anlaufzeit Tg ist, die vy-Kurve praktisch mit der vy-Kurve tber- |- 
einstimmt; dies ist aber gerade das, was man durch das Nachfihrgetriebe erreichen will. Als Vor- | 
aussetzung ftir diese Vereinfachung mu man jedoch fordern 


Tuo >T,4 oder ahem > 1, ; (10) |i 
wo Ty, ,,Haupt-Zeitintervalle bedeuten sollen, d.h. definitionsgemaB solche Intervalle, innerhalb 
deren die Funktion v4 monoton bleibt. Diese Beziehung werde als 4uBere Abstimmbedingung 
bezeichnet. Die gréBten Abweichungen Av in der Geschwindigkeitsanzeige treten innerhalb der 
Anlaufintervalle auf und ergeben sich bei Einhaltung der inneren Abstimmbedingung (9) und 


bei Rechteckverlauf (Abb. 9) zu ; 
A UR ve V4 


und bei dreieckférmigem Verlauf (Abb. 10) zu 
Ay ~ Toes AN oy = 2 eat, 


Die Abweichungen sind natirlich bei den stetigeren Ubergingen von Abb. 10 wesentlich kleiner 
als bei Abb. 9. 


Tig — pg te i 


Abb. 11. Allgemeiner Verlauf von v. ; Abb. 12. Weg-Geschwindigkeits-Getriebe (B). 


3. Weg-Geschwindigkeits-Getriebe (Getriebe B). a) Aufbauschema. Wenn die mit dem 
Zeiger N (Abb. 2) verbundene Masse zu groB wird, sind, besonders bei Handantrieb, lange Anlauf- 
zeiten T'4 und damit Schleppverziige in der Anzeige trotz groBen Kraftaufwands P die Folge. Um | 
diese Nachteile zu beseitigen, wird die Hauptmasse des Gerits (als Wagen W bezeichnet) von N | 
abgetrennt und von einem besonderen Motor angetrieben, der gleichzeitig zur Geschwindigkeits- | 
messung herangezogen wird. Diese haufig angewandte Bauart ist in Abb. 12 als Abwicklungs- 
schema skizziert. Der Zeiger N kann nun wieder geniigend leicht ausgefiihrt werden; er ist in einer 
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Fuhrung von W reibungsfrei beweglich, und es wirkt auf ihn die Steuerungskraft P ein. Die An- 


triebsgeschwindigkeit xy des Motors wird so eingestellt, da® sie einer Verschiebung y des Zeigers N 


gegen eine Wagenmarke W also einem Weg proportional ist: 


xy = kg (11) 
mit k [sek~1] als Proportionalitatskonstante. Auf Grund dieser Beziehung wird diese Bauart als 
Weg-Geschwindigkeitsgetriebe bezeichnet!. Es wird vorausgesetzt, da® der Motor stark genug 
ist, um ohne merkliche Verzugszeit die Beziehung (11) einzuhalten. Fiir den Fall des stationdren 
Zustands ist xy = x4 = v4=konst., und damit aus (11) 
} v 

Pst = Pa =. (12) 
Der Ausschlag ¢p ist also ein MaB fir die Geschwindigkeit vy baw. vy. 


_ b) Bewegungsgleichungen. Die Bewegung des Zeigers N fiir sich allein ist bereits in Ziff. 2 
untersucht. Zu seiner Bewegungsgleichung (3) mit den Abkirzungen (2) tritt zusatzlich die Be- 
ziehung (11) hinzu. Hierin eliminiert man zweckmaBig die Koordinate x durch 


i Xp X4 +&— ’ 
was aus dem geometrischen Zusammenhang nach Abb. 12 folgt. Damit ergibt sich das System 
der Bewegungsgleichungen 


E426&+ 3 =—K4, (3) 
E+ p+kp = ky. (13) 


Der weiteren Untersuchung werde wieder ein vy-Sprung (4) zugrunde gelegt. Der Lésungs- 


ansatz ist dann 
; 9 =Gat> Ae mit was, Unice: seiee hie 


Damit ergibt sich die Frequenzgleichung 


(A+k) (424264402) =0. (14) 
‘Aus dem ersten Faktor folgt die reelle Wurzel 
Ay = =k oy 


die stets einen negativen Wert hat und also eine abklingende e-Funktion darstellt, die hauptsach- 
lich den Einlauf von @ beschreibt. Aus dem zweiten Faktor ergibt sich die komplexe Frequenz 
Ag=—O+iw mit w%=aj—d?, 


die einer gedampften Schwingung entspricht und die Stérschwingung von ¢ erfabt. 


c) Grenzfal! groBer Stabilitat in der Einstellung des Zeigers N auf A. Es werde 
6 und w; sehr groB gemacht, also 
6+ 0, wo; 
dann folgt aus (3) Rete ys 
Damit vereinfacht sich (13a) zu 


ptkp=r,, 


Per = Pa (l—e*’). (15) 
Dies ist eine abklingende e-Funktion mit der Relaxationszeit T;,=1/k. 
Die Lésung (15) stellt den idealen Grenzfall fiir das Einlaufen der Anzeige m dar, und man 
strebt an, ihn bei dem tatsdchlichen Bewegungsverlauf gentigend genau anzunahern. Wie gro 
mu nun zu diesem Zweck 6 und w; praktisch gemacht werden ? 


mit der Lésung 


d) Innere Abstimmbedingung. Die Antwort auf diese Frage folgt aus der Uberlegung, 
daB der J,-Anteil der Stérbewegung aus (14) mindestens so schnell abklingen soll, wie der ideale 
Grenzfall (15), somit 3>k 


und durch Division mit w, 


®o 1 Be 16 
EE a 5D. oder Wo ee D 3 ( ) 


Die Beziehung (16) fiir den Getriebeparameter w,/k erganzt (9), und beide zusammen sind die 
innere Abstimmbedingung der Getriebebauart B. 


1 Siehe etwa A. Kuhlenkamp, Flakkommandogerate, S. 104. Berlin 1943. 
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e) Bewegungsverlauf fir v4y-Sprung. Als nachster Schritt werde die Aufgabe gelést, 
den Einlaufvorgang von g und & fir verschiedene Werte des Parameters @,/k darzustellen, um 
deren EinfluB auf die Abstimmung des Abklingens zu zeigen. Man geht von der Auffassung aus, 
da® die Getriebekonstante k gegeben sei, und daf} man die Nullfrequenz w, und den Getriebe-— 


j 
parameter @ /k nach Tabelle 1 zunehmen laBt, wobei die Dampfung 6 durch D= aia 1/2 festliege. | 
0 


Tabelle 1. D =0/) = 1/2. 
System Nr. | I | II | III 
cag oP RO ot (Raden earl tea 


Die Zahlenwerte sind so gewahlt,daB bei System II die innere Abstimmbedingung (16) gerade | 
erfiillt ist, die Dampfung also den optimalen Wert hat, wogegen bei III die Dampfung tbersteigert | 
und bei I deutlich ungeniigend ist. Die Integrations- | 
konstanten % und % werden aus den Anfangs- 
bedingungen zur Zeit t=0 bestimmt: 


GU, gi 0; O=07 


deren letzte aus vy=vy=0 und vy=vy—@ folgt. | 
Damit erhalt man die Koordinaten m und &. Die | 
Ergebnisse der Rechnung sind in dem Diagramm |} 


von Abb. 13. in’ dimensionslosen Kennzahlen | 


glea €/Va t=kt aufgetragen. Man ersieht daraus Wt 
anschaulich, da} tatsachlich vom System II ab, ! 
also bei Einhaltung der inneren Abstimmbedingung, 
der Verlauf von ~ im zeitlichen Mittel, und zwar | 
bereits innerhalb der Anlaufperiode, mit qr tiber- | 
einstimmt und somit die Fehlerkoordinate € im || 
zeitlichen Mittel wie vorgeschrieben Null wird. Fir 
die Anlaufperiode oder die Anlaufzeit Tg schatzt || 
man dabei ab: 


Abb. 13. Anlauf von Getriebe B bei v 4-Sprung. Tz a) T; =. R (17) 


Ein weiterer Zusammenhang ergibt sich zwischen der Anlaufzeit T4 des Zeigers N und Tp des 
y-Getriebes durch Division der entsprechenden Gleichungen: 

T4 6 =&k 2k 

Tz Wy 3 a W 


und mit (9) und (16) 


2 S|! oder DA Sot Bs: (18) 


Dies ist nichts anderes als wiederum die innere Abstimmbedingung in anderer Gestalt und auf 
anschauliche Weise ausgedriickt. 


f) Allgemeiner Bewegungsverlauf, auBere Abstimmbedingung. Wenn die vor- | 
gegebene Bewegung x, eine beliebige Funktion ist, so mu®B auf die allgemeinen Bewegungs- | 
gleichungen (3) und (13) zuriickgegriffen werden. Die Integration dieses Systems gelingt in ein- | 
facher Weise als Naherung, wenn die innere Abstimmbedingung erfiillt ist, und daher & > 0 gilt. ) 
Damit ergibt sich aus (13) und nach geeigneter Umstellung . 


kp=va—Q oder p= 94-1, @ , 


ee x4/k=v4/k der ,,Sollwert** der momentanen Geschwindigkeitsanzeige ist, also eine be- 
liebige Zeitfunktion wie vy. Unter der Voraussetzung 


Th < Pa: (19) |} 
die weiter unten naher diskutiert wird, laBt sich die obige Gleichung durch Iteration auflésen: 
erster Schritt: go~xq@y4,  differentiiert @ ~Da3 | 


zweiter Schritt: p~g~4—T,@,4- Ce | 
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Dieses Ergebnis ist einfach und anschaulich zu deuten (Abb. 14): die w-Kurve (tatsachliche Ge- 
schwindigkeitsanzeige) ist gegen die g4-Kurve (vorgegebener Sollwert) um den Betrag T;, parallel 
verschoben, mit andern Worten, hat die Nacheilung T;. Dabei muB allerdings die Voraussetzung 
erfillt sein, daB T, noch genau genug als Zeitdifferential aufgefaBt werden kann. Dies ist der Fall, 
wenn 

Ty > Tk oder ft 2m > l (21) 

k 

ist, wie man aus Abb. 14 anschaulich sieht. Im Mittel ist @ ~ yy/T'q; dieser Wert in (19) eingesetzt 
ergibt T, y/Ty < qa, oder, da yy und gy von derselben GréBenordnung sind, 


Ty > T;. 
Die Bedingung (19) fihrt also ebenfalls auf die Beziehung (21), die als 4uBere Abstimmbe- 
dingung bezeichnet werde, im Anschlu8 an den Vorgang von Ziff. 2 (10). 
Die Geschwindigkeitsanzeige — ist hier mit einem grundsatzlichen Schleppfehler Ay behaftet; 
man liest dafiir aus Abb. 14 folgende Proportion ab: 


Ag Av Ti, 1 


Pak OE OTe ey (22) 
Bei praktischen Ausfiihrungen wird haufig gewahlt: 
Y 10 m 
Tk ; Sia /iek 3,3 sek. 


Fordert man fiir den relativen Fehler os < 5%, so folgt aus (22) 
eS 
ea 
TH S 0,05. = 66 sek ; 


d.h. die g-Anzeige der Bauart B iblicher Ausfihrung ist nur fiir langsam veranderliche oder 
quasistationare Vorgange brauchbar. 


Abb. 14. Allgemeiner Verlauf der Geschwindigkeitsanzeige vy. Abb. 15. Vorlauf-Getriebe( C). 


4. Vorlauf-Getriebe (Getriebe C). a) Aufbauschema. Dieses Getriebe ist in mancher Be- 
ziehung mit der Bauart B verwandt. Es ist ebenfalls in einen Wagen W, der praktisch die Gesamt- 
masse m des Getriebes umfaBt, und einen leichten Zeiger N unterteilt (Abb. 15). Die Anzeige- 
strecke ¢ fiir die Geschwindigkeit xy wird hier aber in Richtung der Bewegung (vorwarts) auf- 
getragen, im Gegensatz zu B, wo ¢ als Schleppstrecke aufzufassen ist. Deshalb werde diese Bauart 
als Vorlauf-Getriebe bezeichnet. In der praktischen Anwendung kénnen solche Bauarten bei 
Kupplungsgetrieben zur Darstellung beispielsweise von Vorlauf-Rutschstrecken bentitzt werden. 


Die Steuerungskraft P greift hier unmittelbar an W an. Aus Abb. 15 folgen die geometrischen 
Lagebeziehungen 

ny—tat@té, (23) 

tn = xp —-P. (24) 


b) Geschwindigkeitsmessung. Die Geschwindigkeitsanzeige y erfolgt durch einen leichten 
‘und daher empfindlichen Mechanismus, der keinerlei Belastung durch Antriebswiderstande anderer 
schwerer Getriebeteile vertragt. Bekannt sind Bauarten mittels Tachodynamo-Drehspulgerat, 
Schleppkreisel oder Reibgetriebe. Die letzte Bauart, die in der Praxis haufig angewandt wird, ist 

15 
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in Abb. 16 als Beispiel skizziert. Die Reibscheibe 1 dreht sich mit der gegebenen, hier konstanten 
Winkelgeschwindigkeit k und ubertragt auf die Reibrolle 2, die im Abstand @ sitzt, die Umfangs- 


geschwindigkeit pk; die Stellkoordinate gy von 2 ist dabei 


L | die AnzeigegréBe fir die Geschwindigkeit xy, was weiter 
5 i unten nachgewiesen wird. Die Rolle 2 dreht die Nut~ 


getriebes 4 mit der Winkelgeschwindigkeit wk/r, wo r der 
Halbmesser der Rolle 2 ist. Das andere Seitenrad von 4 
wird vom Wagen W her mit einer Winkelgeschwindigkeit. 
¢,xp gedreht, mit c, als Proportionalitatskonstante. Das 
Mittenrad hat dann die Winkelgeschwindigkeit c,xy—kg/r 
und treibt mit diesem Wert die Verstellspindel 5 an, die 


(Winkelgeschw,) 


Abb. 16. Geschwindigkeitsmessung. 
Es ist 


O==105 (4 xpy— — = O/€5 (+ — * ko) : 


Das Getriebe ist so abgeglichen, daB 1/e,r=1 wird; die Konstante c, c, kann als ein Ubersetzungs- 
verhaltnis aufgefaBt werden und wird abgekiirzt mit f bezeichnet. Damit kommt 


@ =f (en—ke) - (25) | 


Fur den stationaren Fall mit 
Xpy = *4= v4 = konst., y= 0 
folgt daraus 
Kk stat =U4,> Pstat = Pa = 4 > 
womit nachgewiesen ist, da} der Ausschlag gstar ein MaB fir die Geschwindigkeit v4 darstellt 
siehe Gleichung (12)]. 


c) UbersetzungsverhAltnis f. Der Getriebeparameter f in (25) ist von grundlegender Be- | 
deutung. Wie groB soll sein Zahlenwert zweckmaBig gemacht werden? Nach (25) ware man ver- || 
sucht, f méglichst groB zu wahlen, denn je gréBer p, desto schneller vollzieht sich der Einlauf. | 
Einer beliebigen Zunahme von f stehen jedoch obere Grenzen entgegen, die durch Stabilitats- | 


bedingungen gesetzt sind. Man gehe von einem stationaren Anfangszustand aus und erteile dem 


welle 3 und damit das eine Seitenrad des Planeten- || 


dem Anzeigeglied 2 die Stellgeschwindigkeit q erteilt. 


Antrieb einen Sto8 mit der Geschwindigkeitszunahme A xy. Dann ergibt sich aus (25) fir t=0, 


Ag=0 durch Variieren A 9 =f A Xp und mit (24) 
Fir f=1 stellt sich danach die Anomalie ein, das trotz Zunahme der Antriebsgeschwindigkeit 


A xy keine Zunahme der Geschwindigkeit des Zeigers N sichtbar wird (A xy=0). Demgegeniiber | 


mu insbesondere bei Handbetatigung gefordert werden, da eine der Bewegungsrichtung nach | 


sinngemaBe Zuordnung besteht zwischen der Antriebssteigerung bei W als Ursache und der sicht- | 


baren Bewegungsanderung bei N als Wirkung, woraus von vornherein folgt 
iran 
In der Anwendung hat sich auf Grund praktischer Erfahrung der Wert 


f~0,7 


herausgebildet; man mu namlich aus Griinden der Stabilitat einen gewissen Sicherheitsabstand || 


von f=1 einhalten. Diese Zusammenhange werden weiter unten eingehend erlautert. 


d) Bewegungsgleichungen. Zur exakten Untersuchung der Bewegungseigenschaften 
miissen die Differentialgleichungen der Bewegung aufgestellt und integriert werden. Fir den 
Wagen W, als Massenpunkt aufgefaBt, ergibt sich, ahnlich wie in (3), 


E+26&+o2é+@2—K,. (26) | 


Dazu tritt Gleichung (25), in der xy mittels (23) eliminiert wird: 
Series : a 
Etggp+kp=x,4, mit Gey tae (27) 


= 


Ls: --:-~-~-~-~-~~.. sh? 
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Hiermit ist das System der simultanen Differentialgleichungen (26), (27) fiir die beiden Koordinaten 
gp € bekannt. Zur Integration werde als Stérungsfunktion x4 ein v4-Sprung nach (4) zugrunde 
gelegt. Aus dem Lésungsansatz 


YP cb QA {+ WY ert 


e und E=—elt, 


- ergibt sich das homogene Gleichungssystem der Integrationskonstanten 


A2 A+ (A?+ 2 6A+ w2) B =0 
(gA+k) A-AB =0 
und also die Frequenzgleichung 


(1g) A°+ (280+ hk) A+ (gat 2dk)A+hkap =0. (28) 


e) Grenzfall groBer Stabilitat in der Einstellung des Zeigers N auf A. Ehe die 
_Frequenzgleichung (28) weiter diskutiert wird, sei der Grenzfall sehr groBer Steuerungskrafte P 
behandelt, also 6 > ©, wir oo. 


Aus (26) folgt, da x4 und @ endlich bleiben missen, ¢ + 0. Damit vereinfacht sich (27) zu 


EP tkp=v4 
mit der Lésung 
Pye = 9a(1—e Art). (29) 
wo 
Pk i 


Agr = — re 3 (Relaxationszeit) 


= 5 gel 
ist. Der Einlauf erfolgt alsot nach der e-Funktion (29) mit der Relaxationszeit T,. Fir f=1 
oder g=0 ware T,=0; man miiBte also fiir f=1 ein un- 
endlich schnelles Kinlaufen erwarten. Dies ist jedoch ein 
TrugschluB, da fiir f=1 die Vereinfachung € > 0 nicht 
mehr zulassig ist. Es sind hier vielmehr Stabilitatskriterien 
zu beachten, wie im folgenden gezeigt wird. 


_f) Stabilitatsbedingung. Die Bewegung verlauft 
stabil, wenn die Wurzeln 4 der Frequenzgleichung (28) 
sich als negative Zahlen, oder bei komplexen Wurzeln sich 
mit negativem Realteil ergeben. Ob dies zutrifft, kann 
bereits aus den Koeffizienten der Frequenzgleichung er- 2 TIN 


, \' 
kannt werden. Das Kriterium hierftir ist von Hurwitz? in SSS 


| allgemeiner Form aufgestellt worden und lautet fiir die \ instabil K 
vorliegende Frequenzgleichung (28) "lypteckotocher Bereich 2 
(2 gd+k) (gwp+2 6k) = (1+) kaj. t -dberkritischer Bereich Keoo — 
ZweckmaBig vermindert man die Zah] der Parameter da- i a St a ae 
durch, da®B man die dimensionslosen Kennzahlen einfiihrt Abb. 17. Stabilitatsfeld. 
D= =. / = - ; (30) 


Damit ergibt sich als Kriterium 
4gD?K 4+2D(K?+g2)-K=0. eee 


Das Gleichheitszeichen bedeutet die Stabilitatsgrenze. Man kann diese Beziehung in einem (D, K)- 
Diagramm mit dem Parameter g oder f darstellen. Es ergibt sich das Stabilitatsfeld von Abb. 17. 
Zustandspunkte innerhalb der angelegten Bereiche ergeben instabile Bewegungen. Wie man sieht, 
ist bei jedem K eine bestimmte Mindestdampfung D nétig, um iiberhaupt in den stabilen Bereich 


1 Die Theorie fiir £=0 ist dargestellt beispielsweise in Berichten von Kortum und Koch (siehe Lilienthal- 
bericht Nr. 153, Berlin 1942). Ich selbst hatte Gelegenheit, diese Theorie auf ein Gerait anzuwenden, das von 
Herrn A. Kuhlenkamp zur Verfiigung gestellt worden war. Die Unstimmigkeiten, die sich zwischen dieser 

' elementaren Theorie und den Messungen ergaben, haben mich dann veranlafit, die hier mitgeteilte erweiterte 
Theorie der Stabilitat des Vorgangs auszuarbeiten. 
2 A. Hurwitz, Math. Ann. 46 (1895), S. 273. 
toe 
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zu kommen. Fir f=1 ergibt sich als Stabilitatsgrenze eine gleichseitige Hyperbel, die sich mit 
D bereits ins Unendliche erstreckt (fiir K=0). Fur f>1 beginnt sogar der stabile Bereich erst bei. 
einem K>0. Die Grenzkurven fiir f <1 zeigen ein Maximum bei Kir =g. An dieser Stelle ist 
die Annaherung an das instabile Gebiet am starksten. Durch Ky, wird die K-Skala in einen iber- 
kritischen und einen unterkritischen Bereich unterteilt. Fur den tberkritischen Bereich K> Kir 
bis + co folgt aus (27) p > 0; damit geht die Bewegungsgleichung (26) in den Fall von Getriebe A 
iiber, der in Ziff. 2 bereits behandelt ist. Fir die Anwendung ist aber der unterkritische Bereich 
K < Kr bis + 0 besonders wichtig, weil man hier groBe Werte der Geschwindigkeitsanzeige p 
erhalt, wie aus (27) folgt. In Abb. 17 ist zusatzlich der Bereich der praktisch méglichen Dampfung — | 
D=1/2 bis V2 eingetragen, wie sie in Ziff. 2 diskutiert wurde. Man sieht, daB der mégliche — | 
Dampfungsbereich dem kritischen Punkt fiir f=0,7 schon bedenklich nahe rackt. Fiir f=1 ist im 
unterkritischen Bereich langst keine Stabilitat mehr vorhanden. 


g) Innere Abstimmbedingung. Es genigt nun nicht, daf bei einem praktisch ausgefihrten — | 


Getriebe die Stabilitatsbedingung gerade noch erfiillt ist. Man strebt vielmehr danach, den idealen _ 
Grenzfall groBer Stabilitat nach (29) mit im Mittel € + 0 méglichst gut anzunahern. Um diese 
Aufgabe zu lésen, mu8 zuerst das Wurzelsystem von (28) fiir die verschiedenen Getriebeparameter 
zahlenmaBig berechnet werden. Man geht zur Vereinfachung auf die dimensionslosen GréBen (30) 
uber, womit (28) lautet 


(1+-g) (4)§ + (2g D+K) (A)? + (g+2 DK) (A) + K = 0 (32) 
mit i 
(A) = Wp. . 


Diese Gleichung hat die reelle, negative Wurzel (A),, darstellend einen Bewegungsanteil mit ab- | 
klingender e-Funktion, und das komplexe Wurzelpaar (A), = —(g)-+i(w), darstellend eine ge- 
dampfte Schwingungskomponente, die — 

\Abr| sich dem Einlauf als Stérung iber- 


He (@) lagert. Dieses Wurzelsystem mu mit 

: der Wurzel A, des idealen Grenzfalls 

o4 von (29) verglichen werden, die der 
Kinheitlichkeit halber ebenfalls auf wm, 

a bezogen werden muf: 

02 fi 

| [el = Ae] = 

bn 0 § %o 

, Ton Die gesuchte Abstimmbedingung driickt 

; nun aus, da die Dampfung (9) der 


Stérschwingung mindestens ungefahr 
gleich groB wie die Dampfung |(A)g| ist: | 


(0) 2 |(A)gr|_ bei a ~ | bis 2. (33) 


Abb, 18. Abstimmung der Dampfungen. 


Das ist dieselbe Bedingung wie in Ziff. 3, d). Die Zahlenrechnung ergibt jedoch hier das Verhaltnis 
(4)/(0) +4 bis 8. Die gréBeren Frequenzen wirken sich dahin aus, daB der relative Anteil der 
Stéramplituden von vornherein kleiner wird. Deshalb ist hier die mildere Bedingung zulassig: — 
‘ 

025 [el oder 20 = |(Agr| bei 4 wid bis : (34) 

Die Ergebnisse der Rechnungen fiir die Bedingung (33) und (34) sind in Abb. 18 in Abhangigkeit i] 
von ° | 
nak — ®o 

7 she oh aha 
aufgetragen. Man entnimmt daraus fir die innere Abstimmbedingung die Beziehungen || 
der Tabelle 2. Bei gegebener Winkelgeschwindigkeit k folgt daraus die MindestgréBe der Null- 


frequenz Wo. 


Tabelle 2; 
ee eo aati: 
nach (33), R=ajk= | 20 14 


nach (34), R= /k = | 12 8 
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h) Bewegungsverlauf fur va-Sprung. Der Einlaufvorgang fiir m und & wird jetzt 
wie in Ziff. 3 fiir eine Reihe von Werten des Getriebeparameters j,/k berechnet; um ihren Zu- 
sammenhang mit der inneren Abstimmbedingung darzustellen (Tabelle 3). 


Tabelle 3. 
System Nr. | I Il | III 
6 1 @ 
D=—=—; ee a 
Sa ae Ne R i 2.33 12.5 20 
Bemerkung: krit. Pkt. Bdg. (34) Bdg. (33) 


Die Systempunkte I, II, III sind in Abb. 17 und 18 eingezeichnet. Zur Berechnung von g und é 
_ werden die Integrationskonstanten %{ und $8 aus den Anfangsbedingungen zur Zeit t=0 ermittelt: 


E=0, y=0, p=0, 


da vy=Vy—P und vy=vy=—0. 


Die Ergebnisse der Berechnung sind in Abb. 19 
in den dimensionslosen Kennzahlen 


vipa, pa, t=kt 


dargestellt. Wie man daraus anschaulich er- 
kennt, ist fiir das System I in der Nahe des 
kritischen Punktes die Dampfung so gering, 
dafSZ dieser Betriebszustand fiir praktische 
Anwendungen ausscheidet!). Beim System II, 
bei dem die Abstimmungsbedingung (73) er- 
fillt ist, zeigt sich’ jedoch bereits eine ge- 
nugend enge Ubereinstimmung mit dem idealen 
Grenzfall Per, so da im zeitlichen Mittel 
schon innerhalb der Anlaufperiode die Be- 
-dingung 0 erfillt ist. Das System III 
schlieBlich nahert sich noch mehr und sehr 


eng an @p an. Der Einlauf ist innerhalb der 
Anlaufzeit Tc Abb. 19. Anlauf von Getriebe C bei v 4-Sprung. 


& 
praktisch abgeschlossen. Mit (7) und Tabelle 2 ergibt sich die folgende Beziehung zu T',: 
1 
heaves rr To; (36) 


dies ist nur ein anderer Ausdruck fiir die innere Abstimmbedingung. Vergleicht man Tabelle 2 
und (36) mit den entsprechenden Beziehungen (16) und (18) von Getriebe B, so erkennt man, 
daB die Forderungen der inneren Abstimmbedingung bei Getriebe C auf ein Mehrfaches erhéht 
sind. 


i) Allgemeiner Bewegungsverlauf, auBere Abstimmbedingung. Die Integration 
dieses Falls wird nach dem entsprechenden Muster von Ziff. 3 durchgefitthrt. Auch hier gilt die 
Voraussetzung, daB die innere Abstimmbedingung und also im zeitlichen Mittel > 0 erfillt sei. 
Damit ergibt sich aus (27) : 

gspt+kp=v,, oder yp=g,—T;f . 
Falls weiter vorausgesetzt wird 
: Ts? < a> (37) 
ergibt sich durch Iteration: 
erster Schritt: QD Yas diflerentapet (TEMPE | (38) 
zweiter Schritt: = gy, —T,z Pa - 


1 Kurven dieser Art sind von mir an dem inFuBnote 1 von S. 207 erwabnten Gerat experimentell aufgenom- 
men worden. 
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Das Ergebnis (38) entspricht wiederum der Abb. 14: die y-Kurve ist gegen die y4-Kurve um die 


Zeit T, verschoben (in Abb. 14 um Tr, fiir Getriebe B). Es gilt ebenfalls die 4uBere Abstimm- — 


Be dingune 
Ty > T;, (39) 


die entweder unmittelbar anschaulich aus Abb. 14 abgelesen wird, oder aus (37) entsprechend wie 
in Ziff. 3 abgeleitet werden kann. Ebenfalls gilt die Beziehung tber den Anzeigefehler Aq: 


Ag Av Doe 
Bees (ae ; 40 
PH vH TH (0) 


5. Zusammenfassung. AbschlieBend laBt sich sagen, daB die Einhaltung der Stabilitat, wenn 
man von Getriebe A nach C fortschreitet, immer héhere Anforderungen stellt, was durch den zu- 
nehmend verwickelteren Aufbau der Getriebe in dynamischer Hinsicht bedingt ist. Die fiir die 
Stabilitat maBgebenden Groen kénnen jedoch allgemein in Gestalt von Abstimmbedingungen 


aufgestellt werden. Halt man sie ein, so vermeidet man mit Sicherheit Schwierigkeiten in der An- _ 


wendung. 

Umfangreichere Gerate, beispielsweise Rechengerate, kénnen aus einer Reihe der hier behan- 
delten Getriebe oder noch verwickelteren Formen zusammengesetzt sein. Auch fir diese Falle 
fihren Uberlegungen, wie sie hier angestellt wurden, zum Ziel. 


(Eingegangen am 7. Juni 1949.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Carl August Traenkle, Wrightfield HQ. AMC, MCIAXF, Dayton (Ohio), USA. 
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Allgemeine Grundgleichungen der Elastizitiatstheorie. 


Von W. Zerna. 


1. Einleitung. Die Vektor- und Tensorrechnung in der von Ricci entwickelten Form erméglicht 
eine auferordentlich einfache und iibersichtliche Darstellung vieler verwickelter Probleme der 
Mathematik und insbesondere der theoretischen Physik. Es erscheint daher nitzlich, auch bei der 
Behandlung von Ingenieuraufgaben dies neuzeitliche Hilfsmittel mehr und mehr heranzuziehen. 
Einen Beitrag dazu will die vorliegende Arbeit geben. 


Da die mathematische Literatur! tiber den sogenannten Ricci-Kalkil haufig wenig zuganglich, 
oft recht undurchsichtig und teilweise uneinheitlich ist, sollen zunaichst die wichtigsten Defi- 
nitionen, Beziehungen und Formeln fiir den Gebrauch in geeigneter Weise zusammengestellt wer- 
den. Mit ihrer Hilfe werden dann die Grundgleichungen der Elastizitatstheorie in allgemeiner 
Form abgeleitet. Zwar finden sich dariiber schon einige Arbeiten®, doch verfolgen sie vorwiegend 
rein mathematische Ziele, setzen die vollstandige Beherrschung des Kalkiils voraus, wahlen nicht 
immer den einfachsten Weg zum Verstandnis und sind im ganzen der ingenieurmafigen Betrach- 
tungsweise wenig angepaBt. Dies mégen wohl auch die Griinde dafiir sein, daB sie von Ingenieuren 
bisher kaum beachtet worden sind. So laBt sich beispielsweise eine Arbeit von J. Fadle? ohne 
Schwierigkeit verallgemeinern und in eine einfachere Darstellung bringen, wie die nachstehenden 
Ausfithrungen ergeben werden. 


2. Zur Vektor- und Tensorrechnung. Es werde verabredet, daf lateinische Buchstaben als 
Indizes* die Zahlen 1, 2, 3 verkérpern. Beispielsweise wird a‘ geschrieben anstatt a1, a2, a3; das 
Symbol a‘* steht an Stelle der neun GréBen a1, a2, a13, a2}, a22, a3, a31, a32, a33. Weiter soll 
uber doppelt auftretende gleiche Indizes unter Fortlassung der Summenzeichen summiert werden, 
wenn nicht Ausnahmen ausdricklich gekennzeichnet sind, oder der Index mehr als zweimal auf- 
tritt. Zur Erlauterung dieser Summationsregel mégen folgende Beispiele dienen: 


3 
al = Sa =a +a2 + al, 
r=1 - 


3 
a’ b;= > a’ b,=a'b, + a? b, + a5 b, 
7 
3 - 
Re a” x; x, =a x, x, +al*x, x, + a8 x, x, 
is k=1 
: + a*1 x, x, + a7? x, x. + a x, x5 
+ a®! xx, + a®2 x, x, + a? x54, - 
Es versteht sich, daB der Summationsindex beliebig abgeandert werden, also beispielsweise 


a’ b; =a'd; 


a® 


geschrieben werden kann. 
Eine besondere Bedeutung wird den Symbolen 6), beigelegt, die Kronecker-Deltas genannt 
werden. Sie nehmen die folgenden Werte an: 


: = 0, wenn i+k, 


= 1, wenn i=k (nicht tber k summieren!). 


Beispielsweise gilt demzufolge 


b= 8=8=1, §=65= 6 = 65 = di =6,=90. 


1 Vgl. z.B. J. A. Schouten, Der Ricci-Kalkil. Berlin 1924; T, Levi-Civita, Absoluter Differentialkalkil, 
Berlin 1928; A. Duschek und W. Mayer, Lehrbuch der Differentialgeometrie, Leipzig und Berlin 1930; A. J. 
McConnel, Applications of the Absolute Differential Calculus, London und Glasgow 1947. ; 

2 Vel. z. B. F. D. Murnaghan, Am. J. Math. 59 (1937), S. 235; E. A. Deuker, Deutsche Mathematik 5 
(1940), S. 94 und S. 546; H. Neuber, Z. angew. Math. Mech. 23 (1943), 5. 321. 

3 J. Fadle, Ing.-Arch. 17 (1949), S. 62. 

4 Obenstehende Indizes sind dabei nicht mit Potenzexponenten zu verwechseln. 


's 
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Es mégen mit 3; drei unabhangige Veranderliche und mit d® ihre Differentiale bezeichnet 


werden. Partielle Differentiationen nach den Variablen seien zur weiteren Vereinfachung der | 


Schreibweise durch ein Komma angezeigt; es bedeutet so zum Beispiel 


Deane arl, k = pee Lave oy 
; ao;” ? 0% 08; 
Durch 9; seien neue Variable gekennzeichnet, die aus den #; mittels einer beliebigen Trans- 
formation 


0; aoe 0; (Ox: ios 05) (2. 1) 


hervorgehen. Es wird vorausgesetzt, daB die Funktionen (2.1) hinreichend oft differenzierbar und 
voneinander unabhangig sind. Wird (2.1) nach 3; aufgelést, so ergeben sich Funktionen der Form 


0; = 0; (9, Bo, Ds) . (2. 2) 
Aus (2.1) und (2.2) kénnen jetzt sofort die Transformationsgesetze fiir die Differentiale di und 
d§ gefunden werden. Es ist 


dv=cd¥, dvi=cidH, (2.3) 

worin 
i. 09; —; 39; 2. 4) - 
Ne ih Pe ( ) 
Zwischen den ct und c! bestehen ferner die Beziehungen 
ad=q d=. : (235) 


Die Ausdriicke (2.3) zeigen, da® sich die Differentiale der unabhangigen Veradnderlichen linear 
transformieren. 
Wenn eine Transformation der 3; gemaB (2.1) vorgenommen wird, so kénnen sich von 0; 
abhangige GréBen in verschiedener Weise transformieren. Es interessieren nun insbesondere solche 
GréBen, die bei der Transformation unverdndert bleiben oder deren Transformationsmatrix aus 
den Ausdriicken (2.4) gebildet wird. Demgema8 werden folgende Unterscheidungen getroffen: 


a) Eine Gré8e a hei®t Invariante, wenn nach der Transformation 
a=a (2:6) 
ist. Invarianten, die durch die Angabe einer reellen Zahl bestimmt sind, heiBen skalare Invarianten 
oder Skalare oder Tensoren nullter Ordnung. 


b) Die Gesamtheit der drei GréSen a” heiBt kontravarianter Vektor oder kontravarianter 
Tensor erster Ordnung, wenn nach der Transformation a 


a’ = ela’. (2.7) 


c) Die Gesamtheit der drei GréBen a, hei®t kovarianter Vektor oder kovarianter Tensor erster 
Ordnung, wenn nach der Transformation 
Ors Cds. (2.8) 


d) Die Gesamtheit der neun GroBen a’ hei®t kontravarianter Tensor zweiter Ordnung, wenn 
nach der Transformation 


CEE Cn ae (2.9) 


e) Die Gesamtheit der neun Gréfen a,s heiBt kovarianter Tensor zweiter Ordnung, wenn nach 

der Transformation ; 
CN er meen (2.10) © 

f) Die Gesamtheit der neun GréBen a’, oder a;” heiBt gemischter Tensor! zweiter Ordnung, 
wenn nach der Transformation 
Ue CL Cena (2.11) 
bzwsx a5" €™ C8 ashe, 

In entsprechender Weise lassen sich Tensoren héherer Ordnung definieren. Die einzelnen GréBen, 
die den Vektor bzw. Tensor bilden, wie z. B. a1, a2, a? bzw. a1, al2... heiBen Komponenten des 
Vektors bzw. Tensors. 


1 Die den oberen bzw. unteren Indizes gegeniibergestellten Punkte sollen die Reihenfolge der Indizes 
festlegen, was sich als notwendig erweisen wird. 
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Sind die Komponenten eines Tensors a‘* bzw. aj, durch die Beziehung 


e., a’ =a baw. an, = ag) ~ (2. 12a) 
_ verknipft, so hei®t der Tensor symmetrisch. Andererseits heiBt er antimetrisch, wenn 
8 a a baw. dap = += aus (2.12b) 


Aus den Definitionen (2.7) bis (2.11) ist ersichtlich, daB es zwei Typen von Vektoren gibt, 
~ namlich kontravariante und kovariante und drei Typen von Tensoren, namlich kontravariante, 
_ kovariante und gemischte. Diese Typen sind durch die Stellung der Indizes unterschieden. Kontra- 
variante GréBen tragen obere Indizes, kovariante GréBen untere Indizes und gemischte GréSen 
_ sowohl obere als untere Indizes. 


| _ Es ist nun klar, daB die Differentiale d* gema8 (2.3) kontravariant sind und daher mit Recht 
_ den oberen Index tragen, wahrend die 9; im allgemeinen wegen (2.1) weder kovariant noch kontra- 
- variant sind, so daf in diesem Fall der Index als Ausnahme anzusehen ist. 

_ Aus den Definitionen (2.6) bis (2.11) folgt in Verbindung mit (2.5), da®B alle GréBen der Form 
—a’,, ab,, a*by, Invarianten sind. 

Die Addition von Tensoren la8t sich nur bei gleichen Typen und gleicher Ordnung durchfihren. 
Beispielsweise, wenn a’ und b” zwei kontravariante Vektoren sind, so hei®t der Vektor c’, der 
durch die Gleichung 

; c=a aig b’ 
_definiert ist, die Summe von a’ und b”. Entsprechendes gilt fir Tensoren jeden Typs und jeder 
Ordnung. Die Subtraktion ist selbstverstandlich als Sonderfall der Addition eingeschlossen. Die 
Addition von Tensoren liefert also wieder Tensoren. 
Die Multiplikation von Tensoren fiihrt zu Tensoren héherer Ordnung. Beispielsweise ergibt das 
Produkt zweier Vektoren a” und b* gemaB 
“ cs es a’ bs 
einen Tensor zweiter Ordnung. : 
Nachdem nunmehr die grundsatzlichen Begriffe der Vektor- und Tensorrechnung in der Schreib- 
weise Riccis eingefiihrt sind, werde der dreidimensionale Euklidische Raum betrachtet, dessen 
Punkte durch allgemeine Koordinaten ; bestimmt seien, so daBh der Ortsvektor 1 eines Punktes 
als Funktion 


t=t (7, Os Py) (2. 13) 
erscheint. Die 3; lassen sich in bekannter Weise als Koordinatenkurven deuten und heifBen auch 
krummlinige Koordinaten, die natiirlich im allgemeinen nicht orthogonal sind. 

Die Ableitungen des Ortsvektors nach den Koordinaten definieren die GroBen 


dx 
e=—ri= 40, ! (2.14) 
’ Bei einer Koordinatentransformation entsprechend (2.1) gilt 
= Prat SP nee 
UOC DOL eae 


woraus ersichtlich ist, daB die e; kovariante GréBen sind, sie heiBen kovariante Grund- oder Basis- 
vektoren und bilden die kovariante Basis. Sie lassen sich als Tangentenvektoren an die Koordi- 
natenkurven deuten, sind natirlich im allgemeinen keine Einheitsvektoren. 
Fiir die Basisvektoren e¢; in einem Punkt des Raumes und alle daraus noch aufzubauenden 
_Vektorausdricke gelten alle Regeln der elementaren Vektorrechnung, wie z. B. die Bildung von 
Skalarprodukten, Vektorprodukten usw, ; 
Neben der kovarianten Basis e; wird die kontravariante Basis e’ eingefiihrt, deren Basisvektoren 
durch die Skalarprodukte 
ag oh gh (2.16) 
- definiert sind, was besagt, da je ein Vektor der einen Basis auf je zweien der anderen Basis senk- 
recht steht. 
Weiterhin lassen sich aus den Basisvektoren noch folgende haufig gebrauchten Skalarprodukte 


bilden: Wiss 

Bip ep eyes Be ere. (2.17) 
Die giz bzw. gik bilden die kovarianten bzw. kontravarianten Komponenten eines symmetrischen 
Tensors, der metrischer Fundamentaltensor oder Maf tensor heifit und die sogenannte Metrik des 


ieee nana NN od oh 
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Raumes bestimmt. Es gilt noch die folgende Beziehung: 


git Si Of (2: 18) 
woraus a5 Ke ae (2. 19)) | 


aie Wert ae ist pitch dem Volumen des aus den Grundvektoren e; galt Parallelepipeds. . 

” Pai den Ubergang von der einen zur anderen Basis sind noch folgende Formeln niitzlich: 

| C= Bt ym Chem e (2. 20) | 

‘oe Jedem Punkt des Raumes lassen sich Vektoren bzw. Tensoren zuordnen, die dann Feldvektoren | 
bzw. Feldtensoren hei®Ben. Durch einen Ausdruck der Form 

b=ve=ve (2.21) | 


laBt sich ein Feldvektor darstellen. Die v' kénnen dem- 
gemaB als. Komponenten in Richtung der kovarianten 
Basis, die v; als Komponenten in Richtung der kontra- 
varianten Basis gedeutet werden. Abb. 1 veranschaulicht 
den Tatbestand, wobei der Einfachheit und Klarheit halber 
die Zerlegung in der Ebene betrachtet wird. Der Vektor bv 
ist gemafB (2.21) eine Invariante, die bei vorgegebener Basis — 
durch die drei Funktionen v' bzw. v; bestimmt ist. Es hat | 
so gesehen eigentlich nur Sinn, von den kontravarianten | 
oder kovarianten Komponenten eines Vektors zu sprechent. | 
Es hat sich aber eingebirgert, die Gesamtheit der v' baw. 0; | 
selbst als kontravariante bzw. kovariante Vektoren zu be- 


Abb. 1. Zerlegung eines Vektors in kovariante zeichnen, was bei den Definitionen (2. 7) und (2. 8) benutzt | 
und kontravariante Komponenten. Wordenmet 


Die verschiedenen Komponenten eines Vektors bzw. Tensors werden durch nachstehende Be- 
ziehungen verknipft, die formal das Heben oder Senken der Indizes erméglichen: 


ai = ghar, a; = gua’, (2.22) 
atk = g ak = kr a” ’ (2. 23) 
ay = gv ae = Bkra” , 
UD nee Geta Beare, (2.24) 
ik = Shr a;' = Bir @ in - 


Aus (2.23), (2.24) wird deutlich, daB die Reihenfolge der Indizes zu beachten ist, denn im 


allgemeinen ist ‘ 
g' a;* + ak; ’ 


nur bei symmetrischen Tensoren gilt “rf ‘ - 
a; = avi 


Der infinitesimale Unterschied drt der Ortsvektoren zweier benachbarter Punkte mit den Ko- 
ordinaten J; und 0;-++d& bestimmt sich mit (2.14) aus (2.13) zu 

di=d' ¢; (2.25) 

und ist ein Feldvektor, dessen kontravariante Komponenten die Koordinatendifferentiale d sind. 


Das Linieneiement ds des Raumes ist durch den absoluten Betrag |dt| definiert und ermittelt sich 
aus dem quadratischen Ausdruck 


Hie ds?=dt-di=gi,dh dd. (2. 26) 
ie Wird ein Skalar a nach der Koordinate 0; differentiert, so ergibt sich mit 
i! da 
i a,i= U8; 
ein kovarianter Vektor, denn bei einer Koordinatentransformation gemaB (2.1) kann geschrieben 
werden Yee Ja Ja ‘ gaeuo 0, : 
L = €; a1 ; 


38; 88; 9 98, 
was gemaf (2.8) in der Tat einen kovarianten Vektor kennzeichnet. 


1 Siehe auch G. Hessenberg, Math. Ann. 78 (1917), S. 187. 
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i Die differenzierten Basisvektoren lassen sich durch die Basisvektoren selbst ausdriicken. Wird 
_ namlich 
x enn = Ih, er, eo, =—Ii e! (2.27) 


“| ie 


 gesetzt und dies mit e! multipliziert, so folgt bei Beachtung von (2.16) sofort 


Dh, = ene = thi eh =— el: ey. (2. 28) 


Die I”},, die im allgemeinen keine Tensoren dritter Ordnung sind, hei®en Christoffelsche Dreiindizes- 
symbole zweiter Art, sie kénnen auch wie folgt geschrieben werden: 


ih = ae FE, ik » (2. 29) 


Dy, th = Cr ~ Ce = Cr * Ch, (2.30) 


7 


_ bedeutet. Die I’, ;, sind die Christoffelschen Dreiindizessymbole erster Art, die sich aus dem MaB- 
_ tensor berechnen lassen: 


I’, i = 4 (Sri, k + 8rk, i — Bikyr) « (2.31) 
Der Nachweis, daB (2.30) mit (2.31) tatsachlich ibereinstimmt, ist leicht gebracht, es ist dazu nur 


(2.17) in (2.31) einzusetzen und die Differentiation auszufihren. 
Weiterhin gelten noch die augenscheinlichen Beziehungen 


Dee ee erry aps 

“SchlieBlich sei noch folgende wichtige Formel angefihrt: 

gi eo Vig ss (2. 32) 
Vg oo 
Mit (2.21) laBt sich fiir die Ableitung eines Feldvektors 

r=v,atvea:—uietuel: 
-schreiben, was mit (2.27) in die Form 
pa ep ae (2.33) 


_gebracht werden kann. Die v'| ; baw. 1; werden als kovariante oder absolute Differentialquotienten 
des Vektors v! bzw. v,; bezeichnet, was der Strich vor dem zweiten Index anzeigt. Die kovarianten 
_Differentialquotienten eines Vektors stellen Tensoren zweiter Ordnung dar und errechnen sich 


aus folgenden Formeln: 
5 = 0,1— 0}, ers Viva st rhe. (2.34) 


Fir die zweite kovariante Ableitung gilt 


Vy 


Uz} st — Ur its = Re ist Up >» 


Re ist na re. — LP. 


TS, 


worin 
bl Ths — Pe Dis (2.35) 
der Riemann-Crristoffelsche Krimmungstensor ist, der im hier vorausgesetzten euklidischen Raum 
verschwindet, so daB 
Vy | st =U; | ts 
ist. Ferner la8t sich zeigen, da die kovariante Differentiation auch den Regeln der gewohnlichen 
Differentiation beziglich der Ableitung einer Summe und eines Produkts gehorcht. 
Die kovariante Differentiation von Tensoren zweiter Ordnung ergibt Tensoren dritter Ordnung. 
Es gelten die Formeln 
Giz j1 = Ait,t — 1% Ore — 14 air » | 
ol =o tT, o*+ Pha, (2,40) 
aig = Ont T i, e—Dy ae. | . 
Die kovariante Differentiation des MaBtensors ergibt insbesondere die Beziehungen 
i “ 
gia = 9, gr =O0, (2.37) 
die als Riccis Lemma bezeichnet werden. 
Da alle durch kovariante Differentiation gewonnenen GréBen Tensoren sind, kénnen ent- 
sprechend (2. 22) bis (2.24) alle Indizes gehoben oder gesenkt werden, so daB beispielsweise geschrie- 


ben werden kann 
vb = or Unik» an |' = gv Ap), usw. (2.38) 
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3. Spannungszustand und Gleichgewichtsbedingungen. Es werde ein Kérper, der eine kon- 
tinuierliche Massenverteilung darstellt, betrachtet, dessen Punkte infolge irgendwelcher Ein-: 
wirkungen Verschiebungen erleiden, so da’ der Kérper verformt wird. Uber die Art der Ver-; 
formung werden zunachst keinerlei Voraussetzungen gemacht, sie konnen beliebige, endliche Grofe: 
haben. 
Die Punkte des unverformten Kérpers seien in Abhangigkeit von allgemeinen krummlinigen 
Koordinaten 3; durch ihren Ortsvektor | 
T= P (I, Dy, 9s) (3.1) | 
bestimmt. Der bei der Verformung zuriickgelegte Weg eines Punktes sei durch den Verschiebungs- | 
vektor »(0,,0,03) gekennzeichnet. Der Ortsvektor t eines Punktes des verformten Kérpers kann 
dann durch den Ausdruck 

t= 1(9,, 3, 03) = T+ (3. 2) 
angegeben werden. Die Beziehungen (3.1) und (3.2) vermitteln entsprechend (2.13) Darstellungen 
von Raumen, die durch die gleichen Koordinaten #; beschrieben werden, deren Metrik aber ver- 
schieden ist. Die Zahlenwerte #; lassen sich gewissermaBen mit den Kérperpunkten fest verbunden 
denken, so daB ein Kérperpunkt stets dieselben @; besitzt, ganz gleich welche Verschiebungen | 
er auch erleidet. Die 3; werden deshalb auch haufig kérperfeste Koordinaten genannt. a 

Es werde nun ein beliebiger Punkt des verformten Korpers, also des durch (3.2) dargestellten — 
Raumes, betrachtet, in ihm die kovariante Basis errichtet und in Richtung der Basisvektoren die || 
Langen 


ds; = e; | dy = V gi d (nicht tber i summieren!) 
abgetragen. Die so aufgespannte Ecke | 
werde zu einem Tetraeder erganzt 
(Abb. 2). | 
Die in den einzelnen Tetraederflachen _ 
ibertragenen Spannungen seien durch | 
ihre Spannungsvektoren p; bestimmt, || 
die als Krafte je Flacheneinheit der 
verformten Flachen definiert werden 
mégen. Sie lassen sich mittels der Kom- 
ponentendarstellung 


%- kurve pi = pi? eb pe ~. (3.3) 


ausdriicken, wobei die eingeklammerten 
Indizes darauf hinweisen sollen, da8B es 
sich nicht etwa um Tensoren handelt. 


| 
Hope, b= pee | 
4 | 


Abb. 2. Infinitesimales Tetraeder. 


Einfihrung der Gréfen 


fahrt (3.3) tber in 


1 ; 1 ; 
lone set Cee ef, (3.4) 

Durch Gleichgewichtsbetrachtungen am Tetraeder la®t sich leicht zeigen, daB s* bzw. sj 
kontravariante bzw. gemischte Komponenten eines symmetrischen Tensors sind, der Spannungs- 
tensor heiBbt. Gema® (3.4) schlieBen sich die kontravarianten bzw. gemischten Komponenten des | 
Spannungstensors an die Zerlegung der Spannungsvektoren in die Richtungen der kovarianten. | 
bzw. kontravarianten Basis an, wahrend sich fir die kovarianten Komponenten des Spannungs- 4 
tensors keine solch anschauliche Deutung finden laBt, weshalb sie hier auch uibergangen werden > 
sollen. 

Das Tetraeder gemaB Abb. 2 werde jetzt zu einem infinitesimalen Volumenelement erganzt 
wie es Abb. 3 zeigt, dessen Gleichgewichtszustand untersucht werden soll. 

Der Flacheninhalt der Seiten des Volumenelementes, die von den Vektoren Co, C3 Daw.) ey, ey 


baw. ey, e. aufgespannt werden, seien df, bzw. df, baw. df,. Wird mit dV der Volumeninhalt be- 
zeichnet, so gilt , 


dV=//g d01 49? d9? = df, dh, = df, dh, = df, dhy, (3.5) 


wenn dh,, dh., dh, die Abstande der gegeniberliegenden Sciten des Volumenelementes angeben | 
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(Ds+P, gdB) dda? 


(D,+P, dB )av-avs 


Abb. 3. Volumenelement mit angreifenden Kraften. (Die Massenkraft q ist nicht eingetragen.) 


Da der kontravariante Grundvektor e! definitionsgemaB senkrecht auf den kovarianten Basis- 
vektoren e, und e, steht, verlauft er gerade in Richtung des Abstandes dh,, der somit gleich der 
Projektion von d#! e, auf e! ist und demzufolge als Skalarprodukt 


dp eee gg 


AL 


geschrieben werden kann. Mit (2.16) wird daraus 


dh,= ——d0', 
t git 
und in entsprechender Weise 1 
: dh,= ——— d }}? 3 
V2 
dh,= yas" 


Mit (3.5) bestimmt sich der Flacheninhalt der Seiten des Volumenelementes nun sofort zu 


df,= Ve Ven dPd*®, 
df,=/g Vg? d01 408, 
df,= Vg |g d0ide. 
Damit ergeben sich bei Beriicksichtigung von (3.4) die an den Seiten wirkenden Krafte wie folgt: 


prdf,—p, 407 dh", 0, df==p, dO dd. ps dfz;=p~pr,d0idiH, (3.6) 


oe b= Jeta=lese : (3.7) 
gesetzt wird. 


Wird mit q der auf die Volumeneinheit des verformten Kérpers bezogene Vektor der Massen- 
kraft bezeichnet, so bestimmt sich die am Volumenelement angreifende Massenkraft zu 


qd01dp2dy (3.8) 


q=Vgq- 
Mit (3.6) und (3.8) sind alle am Volumenelement angreifenden Krafte erfaBt. Sie sind in Abb. 3 
durch ihre Vektoren dargestellt, wobei die durch die Koordinatenanderungen bedingten Ande- 
rungen der Krafte beriicksichtigt sind. 
Das Gleichgewicht am Volumenelement verlangt, daB die vektorielle Summe aller Krafte ver- 
schwindet. Dies fihrt auf die aus Abb. 3 unmittelbar abzulesende Vektorgleichung 
Piet go. (3.9) 
Wird (3.9) skalar mit e* bzw. ex multipliziert, (3.7), eingefuhrt, (2.16) und (2.27) beachtet, so 
lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen durch die kontravarianten bzw. gemischten Kompo- 
nenten des Spannungstensors ausdriicken. Es ergibt sich 
ee eye ratte gt = 6, (3. 10) 
baw. py Sra as! +g, = 0:. (3. 11) 


wenn 


mit 
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Darin ist zur Abkirzung gesetzt 


w| 
“if 
~~ 


= igs, se= V8 Sh,» 
g =|eq'. Gas a. 
Ging e* osnQe. = eee Zao 


Le 


Mit Hilfe von (2.32) und ie 35) kénnen die Gleichungen (3.10) und (3.11) auch in folgende | 


Form gebracht werden: 
silt gi = 0, (3. 12) 


bzw. 


Werden die kovarianten Differentiationen gema® (2.35) ausgeschrieben, so lautet (3.12) bzw. 
(3.13) 


bzw. 


spore ras tg (3.15). 
Natirlich kénnen mittels (2.23) die Gleichgewichtsbedingungen auch durch die kovarianten Kom- | 


ponenten des Spannungstensors ausgedriickt werden, was jedoch, wie schon friiher angedeutet 
wurde, von geringerem Interesse ist, weshalb es hier auch unterbleiben soll. 


Die Gleichungen (3.9) bis (3.15) stellen verschiedene Schreibweisen der allgemeinsten Gleichs 


peaielneuediveunetd des verformten Korpers dar, die natirlich alle den gleichen Inhalt haben. 


Wegen ihrer gedrangten Form verdienen im allgemeinen die Gleichungen (3.12) bzw. (3.13) den | 


Vorzug, sofern eine Darstellung in Komponenten gewinscht wird. Im tbrigen laBt sich in ge- 
wissen Fallen auch (3.9) zweckmabig verwenden. 

Da die Gleichgewichtsbedingungen fiir den verformten Kérper gemaf (3.2) aufgestellt worden 
sind, sind selbstverstandlich die in ihnen auftretenden Christoffelsymbole fir den verformten 


Kérper zu bilden, der allerdings bei Voraussetzung kleiner Verschiebungen, entsprechend der } 


klassischen Elastizitatstheorie, mit dem unverformten Kérper identifiziert werden kann. 


cg stieives 8 ie (0) é 
4, Formanderungszustand und Elastizitatsgesetz. Der durch das Linienelement ds bestimmte 
Abstand zweier benachbarter Punkte des unverformten Kérpers errechnet sich gemaB (2.26) zu 


0), (0) 


2 gn dv dd, | (4.1) 


wenn i den MaBtensor des unverformten Kérpers bezeichnet. Pur den Abstand dieser beiden 
Punkte nach der Verformung gilt 


ds 


ds? =g,d0' dO. (4.2) 
Der Unterschied zwischen diesen beiden Ausdriicken ist ein Mafi fir die Verformung des Kérpers 
und betragt 
(0) 


ds? —ds?=2y,dh' dh, (4.3) 
worin 
(0) 
Vik = 4 (gin —gin) (4. 4) 
einen kovarianten symmetrischen Tensor angibt, der Verzerrungstensor heiBt!. 
Der Verzerrungstensor lat sich sowohl auf den unverformten als auch auf den verformten 


Kérper beziehen, je nachdem mit welcher Metrik er verbunden wird. Es sollen nachstehend beide_ | 


Falle behandelt werden. 
Aus (3.2) folgt fir den MaBtensor des verformten Kérpers 


(0) (0) 
Sik = Vs1° es) Bie ei Dik Ok Dei Daa Vek ot (4. 5) 


wenn e, Re. kovariante Basis des unverformten Kérpers angibt. Der Verschiebungsvektor werde 


nun durch, seine kovarianten Komponenten, bezogen auf die Basis des unverformten Korpers | 


ausgedrickt: 


(0) (0) 
DE 07 el 6 


1 Der Verzerrungstensor 1a6t sich auch in anderer Weise definieren, vgl. z. B. H. Richter, Z. angew. Math. 


Mech, 29 (1949), S. 65. 


Hit q=0. (13) 


si +Iys' +i, s*+q=0, (3.14) 


ue Va 1. as ee 
ae 
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(0) a 


_ darin_berechnet sich die kovariante Ableitung gemaB (2.34) zu 


: (0) (0) a) 


a te = li Ur (4. 7) 
In (4.7) bedeuten ry, die auf den unverformten Korper bezogenen Christoffelsymbole. Mit (4.5), 


bi. 6) und bei Beachtung von (2.16), (2.22), (2.37) ergibt sich der Verzerrungstensor (4.4) in der 
auf den unverformten Korper bezogenen Gestalt: 


0) ),) 0) 
vie =4(0 Mie meee i rity (4. 8) 
Um die Darstellung des auf den verformten Kérper bezogenen Verzerrungstensor, zu erhalten, 
_ wird (3.2) in der Form / @ 
rT =t—b 


ee 


_ geschrieben und daraus der MaBtensor des unverformten Kérpers gebildet: 


(0) (0) (0) . i 
Bik = Tritt k= Bik— Ci? Vk— Ch Mz +0,5° VE. (4.9) 


Der Verschiebungsvektor wird jetzt in Komponenten beziiglich des verformten Korpers aus-— 


- gedriickt, was mittels 


: 0 = Uj el 
_erfolgt. Bei Bildung von 


Di = UN: el (4. 10) 
_enthalten die kovarianten Differentialquotienten gemaB 
Uli = UL eos 
die auf den verformten Kérper bezogenen Christoffelsymbole. Einfiihrung von (4.9) und (4.10) 
in (4.4) ergibt 
Vik = (Vijn + eye — "|i Vr yx) (4.11) 
womit die auf den verformten Kérper bezogene Darstellung des We etue rin gewonnen ist. 
Je nach der Wahl der Maftensoren ist nun auch dem kovarianten Tensor yj, auf zwei Weisen 
ein gemischter Tensor zugeordnet, namlich einmal der mit g'* gebildete Tensor 
Yh = 8" Vik (4. 12) 
und andererseits der mit 2 * gebildete Tensor 
@; © 
2 Vk age Vik + (4. 13) 
In der klassischen Elastizitatstheorie mit ihrer Beschrankung auf kleine Verschiebungen werden 
die in den Verschiebungskomponenten quadratischen Glieder vernachlassigt. Dies liefert 


(0) 
Upi—aaUas 


und der Verzerrungstensor vereinfacht sich zu 


Vik = ¥ (Viaje + EI3) - (4.14) 


Auch die beiden Formen (4.12) und (4.13) der gemischten Komponenten stimmen dann tiberein: 
0); 
Vil Vie 
Die Komponenten des Verzerrungstensors sind nicht unabhangig voneinander. Aus dem 
Verschwinden des Riemann-Christoffelschen Kriimmungstensors (2.35) folgen namlich mit (4. 4) 
nachstehende, als allgemeine Vertraglichkeitsbedingungen bezeichneten Gleichungen: 


Vil, jk + Pik, it — Vik, jt— Yr ik — 29°" (Mn, uD, 193 — Lm, ik Pn, y) + 

+22" (Ln, aj Yim, 1 + Lm, Yn, bj] ~ Li Ytm, 4) — Lm, ik Vpn, y) + 

+ 4y™ (Ln, ij Vim, 1 + Lm, t Yn, ey — Lo Vpn, 1] — Lm, ik Yin, yy + * (4.15) 
+ Y[m, ti] Ym, kj] — Voom, ik] Vfr, i) + 

+ 4g" (Ym, ti] Yon, Wf] FYE, ie] YOn, Wi) = 9 


worin 
Mlaere| ea 2 (vir, st Vis eh aos )OT8;, i) ; 


mn \mr onl 
if 


on Bene 


di = 07); C15 (4.6) 


+ 
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Alle bisher abgeleiteten Bezichungen gelten véllig allgemein far jede beliebige kontinuierliche 
Massenverteilung. Das besondere Verhalten des Werkstoffes kommt erst durch die Spannungs- 
verzerrungsgleichungen zum Ausdruck, die einen Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor 
und dem Verzerrungstensor vermitteln. Die Spannungs-Verzerrungsgleichungen koénnen nur auf 
Grund experimenteller Untersuchungen erschlossen werden. Bei elastischen Werkstoffen und | 
kleinen Verschiebungen kann in den meisten Fallen mit guter Naherung der Spannungstensor | 
als lineare Funktion des Verzerrungstensors angesetzt werden. Fir allgemeines anisotropes Ver- | 
halten lauten dann die das Eleastizitatsgesetz bildenden Spannungs-Verzerrungsgleichungen 

si = El ay, , (4.16) 
wobei vorausgesetzt wird, da® der unverformte Kérper spannungsfrei ist. Die GroBe E™" stellt 
einen Tensor vierter Ordnung dar, der den Symmetrieeigenschaften 


Eikt au Eiktt ane Et a Evw i 
genigt. Fir isotropes Medium gilt insbesondere 
2 
iklr 7 Op, + Opp ey #0, 3") A 
B#r _ G(gi gle + Gag A Pee € : (4.17) 


Darin bezeichnet G den Schubmodul und y die Querkontraktionsziffer. 
Werden die gemischten Komponenten des Spannungstensors und des Verzerrungstensors ver- 
wendet, so laBt sich das Elastizitatsgesetz fiir den vorliegenden Fall in die Form bringen 
si = 26 (yi + 755 Ok 77) - (4.18) 
Darin ist : 
yr =p" Vir =v" | (4.19) 
die kubische Dilatation. 
Es sei noch erwahnt, daB (4.18) formal mit der Form des Elastizitatsgesetzes in rechtwinkligen 
kartesischen Koordinaten tibereinstimmt. 
Wird (4.16) mit (4.17) in die Gleichgewichtsbedingungen (3.12) eingesetzt, so ergibt sich bei | 
Beachtung von (2.37) und Beriicksichtigung der Schreibweise (2. 38) 
lee FF vii io é =(0. | (4. 20) 
Dies sind die allgemeinen Differentialgleichungen fiir den Verschiebungsvektor fiir den Fall kleiner 
Verschiebungen und isotropen Werkstoffs. , 
Fir endliche Verschiebungen bereitet die Aufstellung des Elastizitatsgesetzes gréBere Schwierig- 
keiten, es soll daher darauf auch nicht naher eingegangen werden}. 


5. Zusammenfassung. Im ersten Teil der Arbeit wird eine gedrangte Zusammenstellung einiger 
der wesentlichsten Definitionen, Beziehungen und Formeln der Vektor- und Tensorrechnung in der 
Schreibweise des Ricci-Kalkils gegeben, wobei méglichste Klarheit und Verstandlichkeit angestrebt 
worden ist. Dann wird gezeigt, wie bei Benutzung dieses mathematischen Werkzeuges die Grund- 
gleichungen der Elastizitatstheorie in allgemeiner Form sehr einfach und elegant gewonnen werden 
k6énnen. 

Nach Einfiihrung des Spannungstensors werden die Gleichgewichtsbedingungen am verformten 
Volumenelement aufgestellt, der Verzerrungstensor definiert, sein Zusammenhang mit dem Ver- 
schiebungsvektor dargelegt und die Vertraglichkeitsbedingungen angegeben. Dabei sind beliebige 
endliche Verschiebungen zugrunde gelegt worden. SchlieBlich werden das Elastizitatsgesetz und 
die Differentialgleichungen des Verschiebungsvektors fir den Fall kleiner Verschiebungen bei 
isotropem Werkstoff aufgestellt. 

Der von J. Fadle? behandelte Sonderfall der klassischen Elastizitatstheorie fiir orthogonale | 
krummlinige Koordinaten ist in den Formeln (3.10) und (4.14) enthalten.' Es scheint, daB die — 
hier gegebene Ableitung trotz ihrer Allgemeinheit einfacher und tbersichtlicher ist als die bisher 
in der Literatur zu findenden Darstellungen. 


* Vgl. hierzu F. D. Murnaghan, a.a.O., E. A. Deuker, a.a.O., H. Richter, Z. angew. Math. Mech. 28 
(1948), S. 205, | 
2 J. Fadle, a. a. O. 


(Eingegangen am 18. Juni 1949.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. Wolfgang Zerna, (20 a) Hannover, Technische Hochschule. 
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Zum erstenmal seit dem Kriege ergab sich durch den vollstandigen Neusatz dieser neuen Wy 
Auflage die Méglichkeit zu einer groBen Zahl lange geplanter Verbesserungen und Ergan- 
zungen. Uberdies ist vor einiger Zeit vom gleichen Verfasser sein neues, fiir Leser mit 
weniger weitgehenden Ansprichen bestimmtes »» Kleines Lehrbuch der Physik“ erschienen. 
Deshalb hat er geglaubt, die Darstellung 1 in dem vorliegenden be age hier und da ein wenig 
vertiefen zu diirfen. . | 


Das Kapitel ,,Relativitatstheorie“ ist véllig neu geschrieben und wesentlich lomo ; 
worden. Zum gréBten Teil wurde ferner das Kapitel tiber ,,Physik der Atomkerne™ neu 
geschrieben, vollig neu auch das Kapitel ,,Astrophysik und Physik des Weltalls“. Weitere 
Neufassungen und Erweiterungen finden sich in allen Teilen des Buches. Im Einvernehmen 
mit Prof, R. W. Pohl und Prof. A. Eucken wurde in § 50 der Begriff der Stoffmenge und . 
der Mol- und Grammatommasse neu eingefiihrt, um die bisher mit dem Begriff Molekular- | 
gewicht verkniipften Schwierigkeiten zu beseitigen. Vielfach geiuBerten Winschen ent- 
sprechend, sind in zahlreichen FuBnoten biographische Angaben iiber die bedeutendsten 
Forscher gemacht worden, — 
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Flissigkeiten. Mechanik ruhender Gase. Mechanik bewegter Fliissigkeiten und Gase. 

Schwingungen und Wellen. Schall. - Warmelehre: Das Wesen der Warme. Zustands- 
gleichungen. Warmeenergie. Anderungen des Aggregatzustandes. Lisungen. Die drei Me. 
Hauptsitze der Warmelehre. Warme und Arbeit.— Elektrostatik:; Dieelektrostatischen a 
Erscheinungen im Vakuum. Die elektrischen Higenschaften der Stoffe. - Elektrische a 
Stréme: Elektrische Stréme in festen Leitern. Elektrische Stréme in fliissigen Leitern. « 
Elektrische Stréme in Gasen. - Magnetismus und\ Elektrodynamik: Magnetische 
Felder im Vakuum. Die magnetischen Eigenschaften der Stoffe. Elektromagnetische In- = 
duktion. Elektromagnetische Gerdte. Wechselstrom. Elektrische Maschinen. Elektrische Bs 
Schwingungen und Wellen. — Optik und allgemeine Strahlungslehre: Das Wesen hee a 
des Lichics. Lichtmessung. Geometrische Optik. Wellenoptik. Das elektromagnetische | 
Spektrum. Temperaturstrahlung. - Relativitatstheorie. — Quantentheorie. 
Atome und Molekiile. Kristallé: Quantentheorie des Lichtes. Quantentheorie 
der Atome und Molekiile. Quantenmechanik. Physik der Atomkerne. Ultrastrahlung. — 
Astrophysik und Physik des Weltalls. - SchluBwort. - Anhang.  Namen- i) 
verzeichnis. Sachverzeichnis. + 5 
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